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Предисловие

В настоящее время калькулятор в руках учителя — это значитель-
ный потенциал в создании дополнительных возможностей для обес-
печения более глубокого и осознанного усвоения учащимися вопро-
сов, связанных с расчетами, построением и исследованием графиков
функций. Однако бесспорно то, что «подключение» калькулятора ни
в коем случае не должно становиться самоцелью.

На страницах периодической печати не раз обсуждалась перспек-
тива прихода калькулятора в школу. В частности отмечалось, что
свобода выбора современной модели калькулятора не только устра-
няет технические трудности. Благодаря калькулятору появилась ре-
альная возможность работать с практическими данными, наблюдать
по ходу числовых расчетов за промежуточными результатами, про-
гнозировать ответ. В обращении с калькулятором учащиеся естествен-
но включаются в работу с разными знаковыми системами (формула-
ми, таблицами, графиками), что весьма полезно в воспитании их
математической культуры. Калькулятор становится активным помощ-
ником в формировании знаний и умений у учащихся, обеспечивая
большую наглядность излагаемого материала, побуждая учащихся к
проявлению творческой и исследовательской инициативы.

Кроме того, современные калькуляторы обладают значительными
демонстрационными возможностями: все осуществляемые с их по-
мощью действия могут быть спроецированы на большой экран с
помощью оборудования, входящего в стандартные учебные комп-
лекты.

Отметим, что у учителя расширились возможности находить ин-
новационные и нестандартные методические решения при изложе-
нии некоторых вопросов школьного курса математики, требующих
анализа числовой и графической информации.

В данном пособии рассмотрены примеры использования возмож-
ностей применения калькулятора при изучении основных разделов
курса алгебры и начал анализа 10—11 классов. Расчеты и графичес-
кие построения выполнены с помощью калькулятора CASIO fx-9860G.

В изложении использованы примеры из действующих учебников
для школьного курса алгебры и начал анализа:

1. Алгебра и начала анализа: учебник для 10—11 кл. общеобраз.
учреждений / А.Н.Колмогоров, А.М.Абрамов, Ю.П.Дудницын и др.;
под ред. А.Н.Колмогорова. — М.: Просвещение, 2006.
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2. Алгебра и начала анализа. 10 кл.: Учебник для общеобраз. уч-
реждений / Г.В.Дорофеев, Л.В.Кузнецова, Е.А.Седова. — М.: Дро-
фа, 2004.

3. Алгебра и начала анализа. 10 кл.: Задачник для общеобраз. уч-
реждений / Г.В.Дорофеев, Л.В.Кузнецова, Е.А.Седова. — М.: Дро-
фа, 2004.

4. Алгебра и начала анализа. 10—11 кл.: Учебник для общеобраз.
учреждений / А.Г.Мордкович. — М.: Мнемозина, 2003.

5. Алгебра и начала анализа: Учебник для 10 кл. общеобраз. учреж-
дений / С.М.Никольский, М.К.Потапов, Н.Н.Решетников, А.В.Шев-
кин. — М.: Просвещение, 2003.
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1. ФУНКЦИИ И ГРАФИКИ

1.1. Графическая интерпретация

Без четких и сознательных представлений учащихся о графике
невозможно привлечение геометрической наглядности при форми-
ровании значительного числа функциональных понятий. График
широко используется при изучении многих разделов других школь-
ных предметов (физики, химии, географии, биологии). Поэтому к
моменту обучения в старших классах у учащихся должны быть выра-
ботаны умения как в построении, так и в чтении графиков разнооб-
разных функций.

В настоящее время в основной школе изучается довольно широ-
кий круг вопросов, связанных с функцией. Программа предусматри-
вает знакомство учащихся с понятием числовой функции и способа-
ми ее задания, овладение такими общими понятиями, как область
определения функции, график функции, возрастание и убывание
функции, наибольшее и наименьшее значения функции, нули функ-
ции, промежутки знакопостоянства. Все это, естественно, сопровож-
дает изучение конкретных числовых функций, их свойств и графи-
ков:

y = kx + l, y = 
k
x

, y = аx2 + bx + c, y = x3, y = x, y = 3 x, y = |x |.

Так, например, при выполнении задания на соотнесение каждого
из графиков, изображенных на рисунке (см. ниже) разными линия-
ми (тонкой линией, толстой линией, тонким пунктиром, толстым

пунктиром), с одной из данных формул: y = 0,5x — 1, y = 2x2, y = 
3
x ,

y = 0,3x3 — непременно требуется от учащегося обоснование своего
выбора. (Рисунок выполнен с помощью графического калькулятора.
При наличии кодоскопа его можно вывести на экран и предложить
задание во фронтальной работе с классом.)
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Необходимо стремиться к тому, чтобы учащиеся умели схемати-
чески изображать достаточно точные эскизы графиков функций в
тетради, показывать расположение графиков некоторых конкретных
функций в координатной плоскости, прогнозировать, в каких коор-
динатных четвертях пройдет данный график. Базу для таких само-
стоятельных действий создает твердое знание основного теоретичес-
кого материала курса 7—9 классов. Поэтому желательно в 10 классе
активизировать деятельность учащихся, отражающую использование
знаний и умений, сформированных в основной школе. Именно с
этой позиции рассмотрим несколько задач с функционально-графи-
ческой тематикой.

1. Предложим задачи, активизирующие знания учащихся о вза-
имном расположении графиков вида y = kx + l в координатной плос-
кости в зависимости от изменения значений коэффициентов k и l.

1) В одной системе координат постройте прямые, заданные уравне-
ниями:

y = 2,5x + 5, y = –2,5x + 5, y = 0,5x – 1, y = –0,5x – 1.
Как называется многоугольник, получившийся при пресечении этих

четырех прямых? Прочитайте координаты его вершин.

Комментарий к решению

Конечно, данная задача может быть решена без калькулятора. При
последовательном построении каждой прямой учащиеся видят, что
часть плоскости «отсекается» этой прямой, в результате ограничива-
ется четырехугольник. Это дельтоид с вершинами в точках (–2; 0),
(0; 5), (2; 0), (0; –1).

Однако использование графического калькулятора, сняв техни-
ческие трудности, позволит не только усилить наглядность, но по-
требует от учащихся прямого применения знаний и умений.

Сначала на экране калькулятора получим изображение 4 прямых:

Теперь можно убрать «усы», используя умение указать кусочно-
заданные прямые:
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Можно поступить по-иному: закрасить дельтоид. Для этого надо
задать систему неравенств: в каждой формуле поменять знак равен-
ства на знак неравенства, соответствующий закрашиваемой части
плоскости:

     

2) Задайте уравнениями прямых четырехугольник, симметричный
дельтоиду, рассмотренному в предыдущей задаче, относительно прямой
у = –1.

Комментарий к решению

Очевидно, что новый четырехугольник должен иметь пару вер-
шин, принадлежащих оси ординат — это точки (0; –1) и (0; –7).
Заметим, что прямые y = 0,5x – 1 и y = –0,5x – 1 можно использо-
вать для построения нового четырехугольника, т. к. их части сим-
метричны «нижним» сторонам данного дельтоида относительно рас-
сматриваемой прямой у = –1 и проходят через точку (0; –1). А через
точку (0; –7) проведем прямые, симметричные «верхним» сторонам
дельтоида; имеем еще одну пару прямых: y = 2,5x – 7 и y = –2,5x – 7.
Получим дельтоид с вершинами в точках: (–2; –2), (0; –1), (2; –2),
(0; –7).

С калькулятором в руках можно выполнить соответствующие по-
строения, «убрав усы»:

3) Подберите уравнение прямой, которая параллельна данной:
y = –0,5x + 1,5 — и проходит:

а) через точку (4; 4);
б) через точку (4; –4).

Комментарий к решению

Речь идет о построении двух прямых y = kx + l, параллельных
данной. Каждая из них сохраняет то же направление, что и прямая
y = –0,5x + 1,5, т. е. k = –0,5. Меняется l (получить значение l
можно подстановкой координат точки, через которую должна прой-
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ти прямая y = –0,5x + l ): для первой прямой l = 6, для второй
прямой l = –2.

Используя калькулятор, проверим свои рассуждения:

          

Дополнительные задания:

4) Постройте на координатной плоскости четыре прямые так, чтобы
при их пересечении образовался:

а) квадрат с центром симметрии в начале координат;
б) ромб с центром симметрии в начале координат;
в) параллелограмм с центром симметрии в начале координат.

5) Постройте в координатной плоскости какой-нибудь равнобедрен-
ный треугольник, осью симметрии которого является:

а) ось ординат;
б) ось абсцисс;
в) прямая у = х.

При выполнении заданий, подобных данным, позволим учащим-
ся поэкспериментировать, а затем продемонстрируем аналитическое
описание и графики полученных решений.

2. В систему упражнений желательно включать задачи, влияющие
на развитие понимания того, что функция — это математическая
модель, позволяющая описывать и изучать разнообразные зависимости
между реальными величинами.

Так, линейная функция служит основой большого количества
математических моделей, которые позволяют исследовать многие
действительные процессы. В действительности эти процессы не со-
всем линейны, но для целей исследования, для целей практики дос-
таточно их линейное приближение.

6) Свеча, поставленная в банку, возвышается над ее краем на 16 см.
Длина свечи 24 см. Известно, что она полностью сгорает за 8 ч. Со-
ставьте формулу, выражающую зависимость длины свечи от времени
ее горения.

Постройте график зависимости длины свечи от времени ее горения
и, используя график, ответьте на вопросы:

а) Через какое время фитиль свечи окажется на уровне края банки?
б) Через какое время от начала горения от свечи останется 16 см?
в) Сколько сантиметров останется от свечи через 3 ч 30 мин от

начала ее горения?
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Комментарий к решению

Так как длина свечи 24 см, и она сгорает полностью за 8 ч, то
можно допустить, что она уменьшается примерно на 3 сантиметра в
час. Выразим зависимость длины свечи от времени ее горения фор-
мулой y = 24 – 3x и построим соответствующий график:

     

График отражает процесс горения свечи. По графику видно, что в
процессе горения длина свечи уменьшается. Так, например, через

1,333… ч (
1

1
3

 ч) длина свечи станет равной 20 см, т.е. уменьшится на

4 см. Знание о пропорциональных величинах позволит учащимся
сразу же ответить на вопросы, используя полученный результат.

Но в данном случае можно не спешить. Посоветуем учащимся
продолжить графическое исследование.

а) Заметим, что для ответа на вопрос «Через какое время фитиль
свечи окажется на уровне края банки?», его надо переформулировать:
«Через какое время от начала горения длина свечи будет равна 8 см?».
По графику найдем значение х, соответствующее у, равному 8.

Получим х = 5,333…

Ответ: примерно через 
1

5
3

ч (5 ч 20 мин).

б) Чтобы ответить на вопрос: «Через какое время от начала горе-
ния от свечи останется 16 см?», воспользуемся пропорционально-
стью. В рассматриваемом случае сгорело 8 см свечи, т.е. в 2 раза
меньше, чем в предыдущем, когда сгорело 16 см, поэтому время го-

рения уменьшится в 2 раза (
1

5
3

 : 2 = 
2

2
3

).

Убедиться в таком решении поможет график. По графику найдем
значение х для у, равного 16:
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Получим х = 2,666…

Ответ: примерно через 
2

2
3

 ч (2 ч 40 мин).

в) Чтобы ответить на вопрос «Сколько сантиметров останется от
свечи через 3,5 ч ее горения?», воспользуемся графиком.

Ответ: примерно 13 см.

7) Поезд, вышедший из пункта А, шел в течение двух часов со скоро-
стью 100 км/ч и, прибыв в пункт В, стоял там один час, а затем шел
дальше в течение трех часов со скоростью 80 км/ч.

Задайте функцией изменение расстояния, пройденного поездом, от
времени его движения.

Комментарий к решению

Понятно, что речь идет о задании функции на разных частях ее
области определения, т. е. о кусочно-заданной функции. Легко зада-
ется функция на первых двух участках. Чтобы задать функцию на
третьем участке, посоветуем учащимся составить уравнение прямой,
проходящей, например, через точки (3; 200) и (4; 280). Имеем:

      

Дополнительные задания:

8) Автомобиль отъехал от заправки и шел один час со скоростью
100 км/ч до пункта дорожного контроля. Там он сделал остановку на
два часа, а затем ехал дальше в течение трех часов со скоростью
120 км/ч. Задайте функцией изменение расстояния, пройденного авто-
мобилем, от времени его движения.

9) Туристы шли со скоростью 6 км/ч и пришли к озеру через два часа
после выхода с турбазы. У озера они пробыли три часа, а обратная
дорога на турбазу заняла три часа. Задайте функцией изменение рас-
стояния, пройденного туристами, от времени их движения.

10) С помощью кодоскопа на экран выведем показания с экрана каль-
кулятора, подготовленные учителем заранее. А именно, построение гра-
фика движения поезда:
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Зададим вопросы:
а) В течение каких промежутков времени поезд двигался в прямом

направлении? в обратном направлении?
б) Являлось ли движение поезда равномерным?
в) Сколько времени затрачено на весь путь?
г) Сколько всего километров прошел поезд?

11) Скоростной лифт движется вниз равномерно со скоростью 10 м/с.
В лифтовую шахту с высоты 15 м от лифта упал некоторый предмет.
Используя графики зависимости расстояния от времени движения тела,
ответьте на вопросы:

а) Через какое время расстояние между предметом и лифтом умень-
шится на 5 м?

б) Через какое время предмет «догонит» лифт?

Комментарий к решению

Используем известные из курса физики формулы зависимости
расстояния от времени движения тела. Справка: закон движения сво-

бодно падающего тела имеет вид 
2

2
gt

S = , где g = 9,8 м/с2 — ускоре-

ние свободного падения, S — путь в метрах, который тело пролетит
за t секунд.

Для падающего предмета имеем S1 = 4,9t 2, а для лифта, движуще-
гося равномерно со скоростью 10 м/с, имеем S2 = 10t + 15, где S —
путь в метрах, который тело (предмет или лифт) пролетит за t се-
кунд. Построим в одной системе координат два графика:

Мы видим, что графики пересекаются в точке, примерные коор-
динаты которой (3; 44,1), поэтому сразу можем ответить на второй
вопрос задания: падающий предмет догонит лифт примерно через 3 с,
пролетев около 44 м.

Для ответа на первый вопрос задания будем наблюдать за измене-
нием расстояния между лифтом и предметом:

     

В данном случае расстояние между лифтом и предметом равно

примерно 18 м. Отсюда видно, что через 
2

1
3

 секунды расстояние
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еще не уменьшилось, а даже наоборот увеличилось на 3 м. Будем
продвигаться дальше по графикам вправо и, сравнивая значения ор-
динат для одного и того же значения абсциссы, продолжать рассмат-
ривать разницу между их значениями.

     

Примерно через 2,4 секунды от начала одновременного движения
расстояние между лифтом и предметом приблизится к 10 м, то есть
уменьшится примерно на 5 м, и при этом предмет пролетит около 29 м.

Для некоторых учащихся решение станет нагляднее, если допол-
нительно провести несколько прямых вида x = c и понаблюдать за
показаниями данной функции для одного и того же х.

3. Известный математик и методист В.Л.Гончаров писал, что функ-
ция неотделима от ее графического представления и график функ-
ции является средством осмысливания рассматриваемых математи-
ческих фактов. Действительно, полезно предлагать задачи, в работе
над которыми формируется понимание связи между аналитической
формулировкой задачи и ее графической интерпретацией.

Нередко процесс решения таких задач связан с довольно сложной
вычислительной работой — вычисление различных значений функ-
ции, построение произвольных графиков по точкам и пр. И здесь
имеет смысл обратиться к калькулятору.

12) Известно, что нормальный вес человека можно определить по
показателю массы тела (ПМТ). Чтобы определить ПМТ, нужно изме-
рить свой вес (Р в кг) и рост (Н в м), а затем рассчитать по формуле:

.
Р

ПМТ
Н Н

=
⋅

Человеку рекомендуется поддерживать ПМТ в пределах от 20 до 25.
При ПМТ ниже 20 наблюдается дефицит массы тела, выше 25 — избы-
ток, причем выше 30 — ожирение. (Такой анализ ПМТ рекомендован
Британской медицинской ассоциацией.)

Многократный анализ ПМТ (например, для группы спортсменов) удоб-
но вести, имея под рукой его графическое представление. Как же его
получить?

Запишем формулы для «граничных» ПМТ:

при ПМТ, равном 20, имеем: 220
Р
Н

= ; выразив Р, получим: P = 20H 2;

аналогично при ПМТ, равном 25, получим: P = 25H 2.
Постройте графики полученных зависимостей в одной и той же ко-

ординатной плоскости.



13

а) По графикам определите нормальный вес человека при росте 1,65 м.
б) Покажите графически области, соответствующие норме веса при

изменении роста от 1,3 м, а также отклонения от нормы.

Комментарий к решению

Построим графики рассматриваемых зависимостей в одной и той
же координатной плоскости. Понятно, что это части парабол, распо-
ложенные в первой четверти координатной плоскости. Для графи-
ческого калькулятора зададим параметры окна вывода графиков: по
оси абсцисс будем изменять рост (Н в м) от 1,3 до 2 м, а по оси
ординат — вес (Р в кг) от 30 до 150 кг.

а) Определим по графикам, каким может быть нормальный вес
человека при росте 1,65 м (для перемещения по графику используем
курсор):

     

Можно предположить, что нормальный вес человека при росте
1,65 м находится в пределах от 55 до 68 кг (для наглядности можно
провести прямую х = 1,65).

б) Советуем показать учащимся область, соответствующую норме
веса при изменении роста от 1,3 м. Для этого выделим ее с помощью
неравенств: у ≥ 20х 2 и у ≤ 25х 2:

Отклонения от нормы покажем графически: первое изображение
иллюстрирует область, соответствующую отклонению от нормы веса
при изменении роста от 1,3 м — дефицит массы тела, а второе —
избыток массы тела.

     

Известно, что манекенщицы озабочены своим весом, поэтому
многие из них доводят себя до истощения. В их профессиональных
кругах ведутся споры о том, при каком ПМТ манекенщиц можно
допускать для участия в дефиле (без обмороков). Считается, что,
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допустим, показатель не ниже 18, и в рекомендациях приводится
пример: при росте 175 см вес не должен быть ниже 55 кг. Это соот-
ветствует нашей графической интерпретации:

Дополнительно: определим, каким может быть нормальный рост
человека при весе 50 кг.

Для наглядности в той же координатной плоскости построим пря-
мую у = 50:

     

Ответ: нормальный рост человека при весе 50 кг равен примерно
1,5 м.

13) У Саши есть аквариум в форме прямоугольного параллелепипеда.
Вместо него он хочет купить аквариум в форме усеченного шара и по-
ставить его выпуклой частью на специальную подставку. Причем же-
лательно, чтобы новый аквариум был не шире прежнего и имел пример-
но тот же объем.

В магазине продавец объяснил Саше, что в продаже есть шарообраз-
ные аквариумы, имеющие в диаметре 9, 7 и 5 дм, и что объем аквариума
зависит не только от его диаметра, но и от его высоты.

Какой новый аквариум выберет Саша, если его аквариум имеет раз-
меры дна 4 ×7 дм при высоте 5 дм?

Комментарий к решению

Подсказка: объем шарообразного аквариума можно вычислить по
формуле

21
(3 ),

3
V h R h= π −

где R — радиус шара-основы для аквариума, h — высота аквариума.
Если известны объем и радиус аквариума, можно найти его вы-

соту.
Чтобы воспользоваться подсказкой, надо сначала определить ра-

диус шара-основы для аквариума. Поскольку аквариум не должен
быть шире прежнего, то очевидно, что выбирать желательно из аква-
риумов с диаметром 7 дм, т. е. с радиусом, равным 3,5 дм.
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Подставив значение радиуса в выражение 21
(3 ),

3
h R hπ −  получим

формулу зависимости объема нового аквариума от его высоты:

21
(10,5 ).

3
V h h= π −

Построим график такой зависимости:

Прежний аквариум в форме прямоугольного параллелепипеда имел
в основании прямоугольник с размерами 4×7 дм и высоту, равную
5 дм. Поэтому его объем равен 140 дм3. Теперь определим по графи-
ку, имеет ли смысл выбирать среди рассматриваемых аквариумов но-
вый, имеющий объем не менее 140 л:

Видим, что максимальный объем равен примерно 180 л, отсюда
ответ: да, среди данных аквариумов может оказаться требуемый.

По графику определим, при какой высоте аквариум соответствует
требуемому объему:

Ответ: Саша выберет аквариум с диаметром 7 дм и высотой не
менее 4,9 дм.

14) Ленту скотча длиной L см и толщиной 0,1 мм требуется плотно
намотать на картонную трубу, чтобы получить его упаковку в виде
цилиндра с диаметром (в основании упаковки), равным 10 см.

Составьте формулу, выражающую зависимость выбора диаметра
трубы d (в см) от длины скотча L (в см) в такой упаковке.

а) Вычислите d (в см) по формуле при L = 2500 см.
б) Построив график зависимости d(L), определите, какой длины надо

взять ленту скотча, если имеется картонная труба с диаметром, рав-
ным 9 см.
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Комментарий к решению

Площадь основания цилиндра равна 25π см2. Лента (а точнее, ее
край) заполняет площадь, равную 0,01L см2 (произведение длины
ленты на ее толщину).

Сердцевина (т. е. интересующая нас труба) имеет площадь осно-
вания, равную 25π – 0,01L см2.

Обозначив через d (в см) диаметр трубы, составим уравнение
2

25 0,01 ,
4
d

L
π

= π −

отсюда
0,04

100 ,
L

d = −
π

где L (в см) — длина скотча.
а) Выполним вычисления:

Ответ: чтобы получить упаковку скотча с длиной ленты 25 м в
виде цилиндра с диаметром в основании, равным 10 см, надо взять
трубу, диаметр которой равен примерно 8 см.

Тот же ответ мы получим, если воспользуемся графиком:

б) Определим по графику, какой длины надо взять скотч, если
имеется картонная труба с диаметром, равным 9 см:

Ответ: чтобы получилась упаковка, рассматриваемая в условии
задачи, надо взять примерно 15 м скотча.
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1.2. Преобразование графиков

Рассмотрим несколько приемов построения графиков функций,
которые нам пригодятся в дальнейшем при изучении новых функ-
ций в курсе алгебры и начал анализа.

Параллельный перенос вдоль оси ординат. Учащиеся уже встреча-
лись в основной школе с подобным случаем при построении парабо-
лы. Рассмотрим, выполняя построения в тетради, как выглядит гра-
фик функции у = х2 + А при изменении А от –2 до 2 с шагом 0,5.
Сравнивая графики функций у = х2 + А и у = х2, видим, что ордина-
ты графика заданной функции изменяются на А единиц.

То же мы подметим на экране калькулятора. Воспользуемся ди-
намическим режимом работы графического калькулятора. Введем
функцию, войдем в меню VAR (нажав [F4]), введем параметры изме-
нения А в меню SET, зададим нормальную скорость смены графиков
в меню SPEED. Вернувшись из него в меню VAR, нажмем DYNA для
построения графиков и увидим меняющееся положение параболы:

      

Отметим, что на экране будет оставаться след предыдущего изоб-
ражения, если включить функцию слежения за перемещением точек
графика Locus (locus, англ. — траектория). Для этого в меню настро-
ек SET UP (вход в него — [SHIFT], [MENU]), надо выделить строку
Locus и нажать функциональную клавишу, соответствующую коман-
де On из нижней строки экрана.

Предложим учащимся построить график функции у = х  + А
при изменении А от –2 до 2 с шагом 1. Получим:

     

Сделаем вывод: чтобы построить график функции y = f (x) + A,
надо построить график y = f (x) и перенести его вдоль оси ординат на
А единиц.
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Параллельный перенос вдоль оси абсцисс. Учащиеся уже встреча-
лись в основной школе с подобным преобразованием. Рассмот-
рим, выполняя построения в тетради, как выглядит график функции
у = (х + А)2 при изменении А от –3 до 3 с шагом 1. Сравнивая
графики функций у = (х + А)2 и у = х 2, видим, что абсциссы графика
заданной функции изменяются на –А единиц.

То же мы подметим на экране калькулятора:

      

Предложим учащимся построить график функции у = х A+  при
изменении А от –2 до 2 с шагом 1. Получим:

     

Сделаем вывод: чтобы построить график функции y = f (x + A),
надо построить график y = f (x) и перенести его вдоль оси абсцисс на
–А единиц.

Одновременный сдвиг вдоль осей. Можно предложить учащимся
задание для самостоятельной работы с проверкой на калькуляторе
выполняемых построений.

1) Постройте графики функций: а) у = (х + 1)2 – 3; б) у = (х – 2)2 + 1.
Сравним эскиз с изображением на экране калькулятора:

     

2) Постройте графики функций: а) у = (х + 1)3 – 3; б) у = (х – 2)3 + 1.
Сравним эскиз с изображением на экране калькулятора:
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3) Постройте графики функций: а) у = 1 3;х + −  б) у = 2 1.х − +
Сравним эскиз с изображением на экране калькулятора:

     

4) Постройте графики функций: а) у = |х + 1| – 3; б) у = |х – 2| + 1.

Комментарий к решению

Выполним построения сначала в тетради, а затем сравним эскиз с
калькулятором:

     

Напомним, что функция y = |x | входит в число стандартных функ-
ций, предусмотренных в калькуляторе. Но, во-первых, она записыва-
ется в несколько иной форме — Abs x (от англ. absolute — абсолютная
величина), а, во-вторых, она не выведена в качестве значения какой-
либо клавиши. Вводить ее придется через меню. Для ввода функций
через меню следует нажать клавишу [OPTN]. Меню функциональных
клавиш примет вид (см. нижнюю строку экрана калькулятора):

Теперь надо перейти в подменю NUM, нажав клавишу [F5] (NUM):

Значения функциональных клавиш снова изменятся. Среди них по-
явится Abs. Теперь нажатие [F1] (Abs) приведет к появлению имени
этой функции в строке ввода функции. В качестве ее аргумента в случае
а) надо ввести х + 1, нажав соответствующие клавиши калькулятора.

Растяжение (или сжатие) в данном отношении вдоль оси абсцисс.
Рассмотрим данное преобразование на конкретном примере построе-
ния графика функции у = |2х |, если известен график функции у = | х |.
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Легко понять, что для получения одинаковых значений обеих
функций надо придать аргументу х функции у = |2х | значения в 2 раза
меньшие, чем аргументу функции у = |х |. Следовательно, чтобы по-
строить график функции у = |2х |, надо переместить точки графика
у = | х | вдоль оси абсцисс на такое расстояние, чтобы абсциссы их
стали в два раза меньше.

Покажем сначала в тетради примерное расположение графиков, а
потом убедимся в правильности эскиза с помощью калькулятора (об-
ратим внимание на значения x и y, отображаемые в нижней строке
экрана калькулятора в режиме Trace).

      

А чтобы построить график функции у = |0,5х |, зная график функ-
ции у = | х |, перемещают точки графика у = | х | вдоль оси абсцисс так,
чтобы абсциссы этих точек стали в два раза больше, т. е. растягивают
график функции вдоль оси абсцисс в два раза:

      

Растяжение (или сжатие) в данном отношении вдоль оси орди-
нат. Рассмотрим данное преобразование на конкретном примере
построения графика функции у = 3|х |, если известен график функ-
ции у = |х |.

Понятно, что при одних и тех же значениях х значения функции
у = 3|х | в три раза больше значений функции у = |х |. Следовательно,
для построения данного графика достаточно увеличить все ординаты
функции у = |х | в три раза, т.е. произвести растяжение графика в три
раза вдоль оси ординат.

Покажем в тетради примерное расположение графиков и убедим-
ся в правильности эскиза с помощью калькулятора (обратим внима-
ние на показания нижней строки на экране калькулятора).

      

Воспользуемся динамическим режимом, чтобы усилить нагляд-
ность данных преобразований. Перед учащимися возникнут сменя-
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ющие друг друга графики, вид которых зависит от изменяющегося
значения коэффициента А.

Например, для у Aх=  при изменении А от 1 до 3 с шагом 0,5
имеем сжатие вдоль оси абсцисс:

     

     

Для y A х=  при изменении А от 1 до 3 с шагом 0,5 имеем растя-
жение вдоль оси ординат:

     

     

1.3. Чтение графика

При рассмотрении функций отмечают важные для исследования
моменты. Отметим и мы их, одновременно соотнеся с графическим
представлением:

• область определения функции — проекция графика функции
на ось абсцисс;

• корни функции — абсциссы точек пересечения графика функ-
ции с осью абсцисс;

• промежутки знакопостоянства функции — интервалы оси абс-
цисс, соответствующие точкам графика функции, лежащим
выше (или ниже) нее;

• точки экстремума — точки, вблизи которых график функции вы-
гибается и имеет вид горба (максимум) или впадины (минимум);

• промежутки монотонности функции — интервалы оси абсцисс,
на которых график функции идет вверх (или вниз);
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• наибольшее и наименьшее значения функции — ординаты са-
мой высокой и самой низкой точек графика функции;

• область значений функции — проекция графика функции на
ось ординат.

В качестве примеров для исследования можно предложить графи-
ки функций, представленные многочленами третьей и четвертой сте-
пени. Например, такие:

y = x 3 + 2x 2 – x – 2:

      

y = 2x 4 + 2x 3 – 3x 2 – 2x + 0,5:

      

Чтобы напомнить учащимся, как использовать помощь кальку-
лятора, для начала рассмотрим графическое исследование функции
у = 2х 2 – 6:

     

В режиме Trace ([SHIFT] и [F1]) значения х и у выводятся в ниж-
ней строке экрана:

     

В режиме G-Solv (вход в режим — последовательное нажатие кла-
виш [SHIFT] и [F5]) предусмотрено много возможностей исследова-
ния графиков; продолжение просмотра меню функциональных кла-
виш осуществляется нажатием клавиши [F6]:
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ROOT позволяет найти координаты точек пересечения графика
функции с осью х (перевод курсора с одного корня на другой осуще-
ствляется с помощью клавиши [REPLAY]):

     

Обратим также внимание на то, что выполняемая команда фик-
сируется калькулятором в нижней правой части экрана. Это отно-
сится ко всем командам данного меню.

MAX и MIN позволяют найти соответственно максимальное и
минимальное значение функции. В данном случае найти максималь-
ное значение функции невозможно, оно равно бесконечности, а вот
минимальное равно –6:

     

Y-CAL и X-CAL позволяют найти координату точки графика по
заданному значению другой координаты. Например, Y-CAL находит
значение y по заданному значению х:

     

ISCT используется при одновременном выводе графиков двух
функций для определения точек их пересечения.

Рассмотрим график функции у = х 3 – 8х. Сохраним стандартное
значение параметров для х, а вот по оси у несколько «сплющим»
график:

      

Построив график с помощью калькулятора, предложим учащимся
«пошагать» по графику (в режиме Trace), отмечая координаты неко-
торых характерных точек: пересечение графика с осями координат,
точки, в которых функция принимает соответственно наибольшее и
наименьшее значения.
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В режиме Trace:

      

     

В режиме G-Solv можно определить координаты этих точек с бо-
лее высокой точностью.

ROOT (определение точек пересечения с осью х):

      

Выполняя команды MIN и MAX, калькулятор указывает так на-
зываемые «локальные экстремумы». Ни –∞, ни +∞ в качестве реше-
ния задачи он не предлагает.

     

Исследуем функцию y = x 4 + 1,3x 3 – 1,3x 2 – 1,3x + 0,3 на отрезке
[–2; 1,2] с калькулятором в руках (все рассуждения фиксируем в тет-
ради в виде графика):

      

• Область определения функции: [–2; 1,2].
• Корни функции найдем в режиме G-Solv (вход в режим — по-

следовательное нажатие клавиш [SHIFT] и [F5]):
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Следовательно, абсциссы точек пересечения графика функции с
осью абсцисс имеют значения: –1,5; –1; 0,2; 1.

• Промежутки знакопостоянства функции:
функция положительна на промежутках [–2; –1,5), (–1; 0,2),
(1; 1,2];
функция отрицательна на промежутках (–1,5; –1), (0,2; 1).

• Точки экстремума:

      

Следовательно, вблизи точки (–0,37; 0,56), а также на концах от-
резка график функции имеет максимум, вблизи точек (–1,28; –0,21)
и (0,68; –0,56) график функции имеет минимум.

• Промежутки монотонности функции:
функция убывает на отрезках [–2; –1,28], [–0,37; 0,68];
функция возрастает на отрезках [–1,28; –0,37], [0,68; 1,2].

• Наибольшее значение функция принимает в точке с абсциссой
–2, оно равно 3,3; наименьшее значение функция принимает в
точке с абсциссой, примерно равной 0,68, оно равно примерно
–0,56.

• Область значений функции — все точки отрезка с концами,
расположенными в точках с абсциссами, равными –2 и при-
мерно 0,68, т. е. [–0,56; 3,3].

Теперь можно представить эскиз графика в тетради.

Предложим учащимся самостоятельно исследовать функции:
а) y = x 3 – 2x 2 – 0,25x + 0,5 на [–1; 2,5];
б) y = –x 3 – 0,4x 2 + 2,25x + 0,9 на [–2; 2];
в) y = x 4 + 0,5x 3 – 4,5x 2 – 2x + 2 на [–2,5; 2,5];
г) y = –x 4 + 0,8x 3 + 2,65x 2 – 0,2x + 0,6 на [–1,5; 2,2].
Ниже для проверки работ учащихся представим ход исследования

каждого графика в виде серии картинок с экрана калькулятора.
а) Для функции y = x 3 – 2x 2 – 0,25x + 0,5 на [–1; 2,5] имеем:
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б) Для функции y = –x 3 – 0,4x 2 + 2,25x + 0,9 на [–2; 2] имеем:

      

      

     

в) Для функции y = x4 + 0,5x 3 – 4,5x 2 – 2x + 2 на [–2,5; 2,5] имеем:
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г) Для функции y = –x 4 + 0,8x 3 + 2,65x 2 – 0,2x + 0,6 на [–1,5; 2,2]
имеем:
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2. ТРИГОНОМЕТРИЯ

2.1. Радианная система измерения углов

Для решения практических задач важно понимание учащимися
того, что длина дуги (l ) окружности радиуса R пропорциональна гра-
дусной мере дуги (α). Именно эта пропорциональность положена в

основу формулы длины дуги: .
2 360

l
R

α
=

π
 Отсюда .

180
R

l
π

= α  Эта

формула широко используется в приложениях.

1) На сколько градусов поворачивается Земля вокруг своей оси за 1 час?
Какое расстояние проходит за этот час точка на экваторе Земли?
(Считайте радиус Земли приближенно равным 6380 км). [2, № 5.7].

Ответ: за 1 ч примерно 1670 км.

2) Омск и Караганда находятся примерно на одном меридиане. Омск
расположен на 55 ° с.ш., а Караганда — на 49 ° с.ш. Найдите расстоя-
ние между Омском и Карагандой. [2, № 5.8].

Комментарий к решению

Градусная мера дуги Омск — Караганда равна 6°. Имеем
6380 6
180

l
π ⋅ ⋅

= = 638
,

3
π ⋅

=

а далее с калькулятором:

Ответ: около 668 км.

3) Колесо обозрения имеет диаметр 13 м. При вращении колесо пово-
рачивается на 12 ° в каждую секунду. Колесо начинает вращаться. Ка-
кое расстояние пройдет кабина за 4 с? [2, № 5.9].

Комментарий к решению

За 4 с колесо поворачивается на 48°. За это время кабина пройдет

расстояние 6,5 48 6,5 4
.

180 15
l

π ⋅ ⋅ π ⋅ ⋅
= =  Выполним расчеты с калькуля-

тором:



29

Ответ: примерно 5 м.

Заметим, что сущность радианного измерения часто остается не-
понятой учащимися вследствие того, что, как правило, в упражне-
ниях употребляется измерение углов в долях π, а не в десятичных
дробях. Это приводит к тому, что учащиеся рассматривают, напри-

мер, 
2
π

 как некоторое собственное имя для обозначения прямого

угла и не понимают, что 
2
π

 есть число радиан в прямом угле. Конеч-

но, таблицу радианных мер некоторых важнейших углов необходимо
знать на память. Но и упражнения должны быть более разнообраз-
ными, помогающими понять суть радианного измерения.

Напомним учащимся, что за новую единицу измерения углов при-
нимается величина центрального угла окружности, опирающегося
на дугу, длина которой равна радиусу окружности. Она называется
радианом, а основанная на ней система измерения — радианной.
Связь между двумя единицами измерения (градусом и радианом)
выражается формулой перехода от градусной меры к радианной

180
х

π
= α  и обратно 

180
,хα =

π
 где α — величина угла в градусах,

х — величина угла в радианах. Так, 30° — это градусная мера угла, а 
6
π

 —
радианная мера того же угла:

30 градусов — это 
6
π

 или ≈ 0,5236 радиан.

4) Выразите в радианах угол 1°, затем угол 100 °, а также выполни-
те обратный перевод.

Комментарий к решению

Понятно, что с калькулятором достаточно было бы выполнить
лишь первую операцию — перевод в радианы, но мы продолжили
действия — это усиливает наглядность и поможет запечатлеть фор-
мулы в памяти.

5) Переведите в градусную меру угол х, равный 1 рад, 2,5 рад, 7 рад.

Комментарий к решению

Воспользуемся возможностью числовой подстановки в буквенное
выражение:
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Рис. 1

      

Желательно, чтобы учащиеся правильно соотнесли результат с
геометрическим изображением каждого угла.

6) Найдите площадь заштрихованной фигуры (рис. 1). Ответ округ-
лите до десятых.

а) R = 3 см, α = 70 °;
б) R = 5 см, r = 3 см, α = 100 °.

Комментарий к решению

Воспользуемся формулой площади кругового сектора: 2 ,
360

S R
α

= π

где R — радиус круга, α — градусная мера центрального угла, огра-
ничивающего сектор.

а) Имеем 
70

2 9,
360

S π=  а после преобразований — 
7

,
2

S
π=

т.е. S ≈ 11,0 м2.

б) Имеем 2 2100 100
,

360 360
S R rπ π= −  отсюда 

100 (25 9)
.

360
S

π −=  Выпол-

нив преобразования и вычисления, получим

S ≈ 14,0 м2.

а) б)
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2.2. Синус, косинус, тангенс, котангенс

Настроим калькулятор на работу с определенными единицами
измерения углов:

– в режиме RUN-MAT откроем меню настроек SET UP и выде-
лим строку Angle (от англ. аngle — угол);

– нажмем функциональную кнопку, соответствующую той еди-
нице измерения углов, которую мы хотим задать (в нижней строке
экрана калькулятора символами указаны градусы (Deg)/радианы
(Rad)/грады (Gra); отметим, что 360° = 2π радиан = 400 град (в пря-
мом угле 100 град));

– нажмем кнопку [ЕXIT].
Теперь найдем значения тригонометрических функций:

sin 90°, cos 45°, tg 30°, tg
6
π

.

Комментарий к решению

Единицу измерения угла можно изменять по ходу работы. На-
пример, надо продолжить вычисления для углов, но заданных в

радианах. Пусть надо вычислить tg
6
π

. Для этого войдем в подменю

OPTN, по стрелке выберем ANGL и в появившемся меню функци-
ональных клавиш выберем «о», «r» или «g» (градусы/радианы/гра-
ды) для заданной входной величины угла (в копии экрана см. ниж-
нюю строку):

      

Заметим, что котангенс вычисляется с использованием клавиши

[tan] (тангенс), т.к. 
1

ctg .
tg

α =
α

 Так, мы знаем, что tg
6
π

 = сtg 3
π

.

Убедимся в этом с калькулятором:
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Найдем числовые значения выражений:

sin35° + sin75°; 2sin0,3 . cos0,3; 1 + tg240°.

Комментарий к решению

      

Кроме заданий на непосредственное вычисление значений триго-
нометрических функций включим упражнение, выполняя которое
учащиеся смогут провести наблюдение, сделать вывод и доказать
наблюдаемый факт.

Эксперимент. Подгруппам учащихся предложим взять несколько
произвольных треугольников, найти их углы и рассмотреть соотно-
шения между синусами углов каждого треугольника. Скорее всего,
учащиеся догадаются, что, выбрав произвольный треугольник и оп-
ределив его углы, можно подметить соотношение между значением
синуса одного его угла и суммой синусов двух других его углов.

Пусть, например, α = 65°, β = 40°, γ = 75°.
Можно сначала вычислить синус одного угла, затем сумму сину-

сов других углов, сравнить их значения и сделать вывод:

      

Вывод: в треугольнике с углами α = 65°, β = 40°, γ = 75° выполнены
неравенства:

sin65° < sin40° + sin75°;

sin40° < sin65° + sin75°;

sin75° < sin65° + sin40°.

Наблюдаемый факт: в любом треугольнике АВС с углами α, β, γ
выполняется неравенство

sin α < sinβ + sin γ.
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Доказательство. Пусть a, b, c — стороны треугольника, лежащие
соответственно против углов α, β, γ. Если умножить обе части дока-

зываемого неравенства на 1
2

abc , то получим равносильное неравен-
ство:

1
2

abc ⋅ sin α < 
1
2

abc ⋅ sinβ + 
1
2

abc⋅ sin γ.

Так как площадь (S ) треугольника равна половине произведения

двух его сторон на синус угла между ними, то S = 1
2

bc⋅ sin α =

= 
1
2

ac⋅sinβ = 
1
2

ab⋅sin γ. Теперь можно переписать неравенство в виде

Sa < Sb + Sc. Разделив обе его части на S, заметим, что доказываемое
неравенство равносильно неравенству a < b + c, то есть неравенству
треугольника, а потому — истинно.

2.3. Графики тригонометрических функций

1. При построении графика функции синус будем опираться на
уже известные учащимся сведения о синусе действительного числа.
Поэтому сразу отметим, что по определению функции синус каждо-
му действительному числу х поставлено в соответствие число у, рав-
ное синусу угла в х радиан и что у функции y = sinх:

– область определения есть множество всех действительных чисел;
– область значений есть отрезок [–1; 1];
– функция периодическая с главным периодом 2π, т.к. sin(х + 2π) =

= sinх;
– функция нечетная, т.к. sin(–х) = –sinх.
Поэтому сначала можно построить график на отрезке [0, 2π], а

потом продолжить его, сдвигая построенную кривую вдоль оси абс-
цисс вправо и влево на 2kπ, k ∈ Z.

Можно поступить иначе: данная функция нечетная, поэтому дос-
таточно построить часть графика только для полупериода [0, π], за-
тем построить ей симметричную относительно начала координат, а
после этого получившуюся для периода [–π, π] кривую повторить
несколько раз.

Выполним построение графика y = sinх на отрезке [0, π].
Для построения графика функции y = sinх надо для каждого х

вычислить соответствующее значение y = sinх и точки (х; у) отметить
на координатной плоскости. Совокупность этих точек образует гра-
фик функции y = sinх. Однако эту работу для всех точек выполнить
невозможно, т.к. таких точек бесконечно много. Поэтому график
мы будем строить приближенно, используя свойства функции и ее
значения для некоторых х, принадлежащих отрезку [0, π].
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Если использовать шаг 
12
π

, то в табличном режиме работы каль-
кулятора (TABLE) получим тринадцать точек, принадлежащих гра-
фику (отметим, что предварительно необходимо проверить в меню
SET UP, что в качестве угловой меры заданы радианы):

      

Изобразим примерное расположение всех тринадцати точек на ко-
ординатной плоскости, округляя значения координат до сотых (пост-
роим систему координат на листе в клетку, взяв 10 клеток за единич-
ный отрезок): (0; 0), (0,26; 0,26), (0,52; 0,5), (0,79; 0,71), (1,05; 0,87),
(1,31; 0,97), (1,57; 1), (1,83; 0,97), (2,09; 0,87) (2,36; 0,71), (2,62; 0,5),
(2,88; 0,26), (3,14; 0).

На экране графического калькулятора воспроизведем процесс
построения тринадцати точек рассматриваемого графика.

Усилим наглядность, уменьшив вдвое рассматриваемый шаг из-
менения угла:

     

Учитывая, что на рассматриваемом отрезке функция y = sinх не-
прерывна, соединим отмеченные на нашем рисунке точки непре-
рывной линией. Полученную кривую можно рассматривать как при-
ближенный график функции y = sinх на отрезке [0, π].

Чтобы продолжить построение синусоиды, воспользуемся рассуж-
дениями, приведенными в начале этого пункта. Сравним изображе-
ние с выведенным на экран калькулятора:

Выразим словами Г.В. Дорофеева следующую немаловажную
мысль: «Построение графиков «по точкам» — это вовсе не прими-
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тивная деятельность, определенная недостаточными знаниями уче-
ника, но вполне полноценная эвристическая деятельность, дающая
человеку значительно больше в отношении общеинтеллектуального
и математического развития, чем применение стандартных алгорит-
мов математического анализа». Этой же точки зрения мы будем при-
держиваться в дальнейших графических построениях.

Воспользуемся калькулятором и предложим учащимся «пошагать»
по синусоиде. Обратим внимание на то, что первоначально на экра-
не мы видим часть синусоиды, но, сдвигая плоскость вправо или
влево, можем увидеть ее продолжение:

      

Зададим вопросы. Например, такой: относительно какой прямой
симметричен график функции y = sinх на отрезке [0, π]? Ответ прове-
рим с помощью калькулятора: какой ответ верный (пунктирной лини-

ей показан ответ Коли: х = 
2
π

, тонкой линией — ответ Лены: у = 
2
π

)?

     

Определим промежутки возрастания (убывания) функции на от-

резке [
2
π

, 
5
2
π

]. Укажем промежутки, на которых функция y = sinх

принимает положительные (неположительные) значения на отрезке
[–2π, 2π]. Определим, сколько точек пересечения имеет график функ-

ции y = sinх с прямой у = 
1
2

 на заданном отрезке, например [0, 5π].
(Ответы прокомментируем с помощью калькулятора.)

2. Полезно воспользоваться некоторыми приемами для построе-
ния разнообразных графиков, базируясь на построении синусоиды.

1) Рассмотрим растяжение (или сжатие) графика функции y = sinх
в данном отношении вдоль оси абсцисс.

Если, к примеру, известен график функции y = sinх, то как по-

строить график функции y = sin
2
x

?

Учащимся, незнакомым с построением подобных графиков, пред-
ложим следующие рассуждения.



36

Чтобы получить одинаковые значения обеих функций, надо при-

дать аргументу х функции y = sin 2
x

 значения в два раза большие,
чем у функции y = sinх. Следовательно, чтобы построить график

функции y = sin 2
x

 надо переместить точки графика y = sinх вдоль
оси абсцисс на такое расстояние, чтобы абсциссы их стали в два раза
больше.

Покажем сначала в тетради примерное расположение графиков

y = sinх и y = sin 2
x

, а потом убедимся в правильности эскиза с по-

мощью калькулятора (обратим внимание на показания нижней строки
на экране калькулятора).

     

А чтобы построить график функции y = sin2х, зная график функ-
ции y = sinх, перемещают точки графика y = sinх вдоль оси абсцисс
так, чтобы абсциссы этих точек стали в два раза меньше, т. е. сжима-
ют график функции y = sinх вдоль оси абсцисс в два раза:

     

2) Рассмотрим растяжение (или сжатие) графика в данном отно-
шении вдоль оси ординат.

Построим график функции y = 2sinх. При одних и тех же значени-
ях х значения функции y = 2sinх в два раза больше значений функции
y = sinх. Следовательно, для построения данного графика достаточно
увеличить все ординаты функции y = sinх в два раза, т.е. произвести
растяжение графика y = sinх в два раза вдоль оси ординат.

Покажем в тетради примерное расположение графиков и убедим-
ся в правильности эскиза с помощью калькулятора (обратим внима-
ние на показания нижней строки на экране калькулятора).

     

Наш совет: чтобы усилить наглядность данных преобразований,
воспользуйтесь динамическим режимом (DYNA); в нем перед учащи-
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мися возникнут сменяющие друг друга графики, вид которых зависит
от изменяющегося значения коэффициента А. Например, такие:

для y = sinАх при изменении А от 1 до 4 с шагом 1 имеем:

     

     

для y = Аsinх при изменении А от 1 до 2,5 с шагом 0,5 имеем:

     

     

3) Рассмотрим теперь построение графика функции, при котором
потребуется одновременное растяжение (или сжатие) графика функ-
ции y = sinх вдоль осей координат.

Построим, например, график функции y = 3sin0,8х : строим сна-
чала график y = sinх и растягиваем его вдоль оси абсцисс (увеличи-
ваем все абсциссы в 1,25 раза, т.к. 1 :0,8 = 1,25) — получаем график
y = sin0,8х ; затем производим растяжение построенного графика вдоль
оси ординат в 3 раза. Все операции выполняем в тетради и контро-
лируем себя с помощью калькулятора:
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4) В упражнения рекомендуем включить задания на построение
графиков функций y = | sinх |, y = sin |х |.

Сначала наметим в тетради примерное изображение графика, а за-
тем для проверки получим изображение на калькуляторе (напомним,
как вывести на экран знак модуля: [OPTN], [F5] (NUM), [F1] (Abs)):

      

3. По определению функции косинус каждому действительному
числу х поставлено в соответствие число у, равное косинусу угла в х
радиан. Учащимся уже известны некоторые свойства косинуса дей-
ствительного числа, поэтому сразу отметим, что у функции y = соsх:

– область определения есть множество всех действительных чи-
сел;

– область значений есть отрезок [–1; 1];
– функция периодическая с главным периодом 2π, т.к. соs(х+2π) =

= соsх;
– функция четная, т.к. соs(–х) = соsх.

Напомним также, что соsх = sin .
2

x
π  +    

Все это говорит о том, что график косинуса получается из графи-

ка синуса с помощью параллельного переноса на расстояние 
2
π

 в
отрицательном направлении оси абсцисс.

     

Воспользуемся калькулятором и предложим учащимся «пошагать»
по косинусоиде:

1) Определим промежутки возрастания (убывания) функции y = соsх

на отрезке [
2
π

, 
5
2
π

].

2) Укажем промежутки, на которых функция y = соsх принимает
положительные (неположительные) значения на отрезке [–2π, 2π].

Выполним построение графиков функций y = cоs|х | и y = |cоsх |, а

затем графиков функций y = 2соsх, y = соs
2
x

, y = 3соs2х сначала в
тетради, а затем на калькуляторе:
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y = cоs |х |: y = |cоs х |:

     

     

При использовании калькулятора целесообразно предложить уча-
щимся упражнения на установление соответствия между функциями
и графиками, изображенными на экране. В постановке задачи ис-
пользуем кодоскоп.

К примеру, требуется установить соответствие между функциями из
списка: а) y = соs2х – 2; б) y = 3соs2х; в) y = –соsх – 2; г) y = 2соs3х —
и графиками, выводимыми на экран:

     

     

     

     

4. С помощью арифметических действий можно на основе дан-
ных функций сконструировать новые функции и построить их гра-
фики. В упражнения рекомендуем включить построение графиков
приведенных ниже функций.
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1) y = | sinх | – sinх.
Очевидно, что:

y = | sinх |: у = sinх:

     

На листе в клетку нарисуем оси координат, и в одной и той же
системе координат изобразим два графика: y = |sinх | и у = sinх. Теперь
легко определить примерное расположение графика y = | sinх | – sinх.
Для проверки сравним эскиз с изображением, полученным на каль-
куляторе:

 

или

 

В самостоятельной работе предложим построить график функции
y = |cosх | – cosх:

2) y = sin2х + соs4х.
Графики функций y = sin2х и у = соs4х построим сжатием по оси

абсцисс соответственно графиков y = sinх и у = соsх. Как и прежде
сначала построим графики схематически, а потом проверим свое
предположение на калькуляторе. Имеем:

y = sin2х: у = соs4х:
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Не оставим без внимания свойства функции y = sin2х + соs4х и
зададим вопросы, на которые можно ответить, пользуясь графиком.
Можно ли назвать функцию периодической? Если да, то какой у нее
период? Каково наименьшее значение функции на отрезке [0, π]?

3) у = х + sinх.
При построении графика в тетради будем помнить, что данная

функция есть сумма двух непрерывных функций, поэтому ее график
представляет собой непрерывную линию. Построим в одной и той
же координатной плоскости графики функций у = х и у = sinх, затем
сложением ординат определим примерное расположение точек но-
вого графика, обратив особое внимание на точки пересечения бис-
сектрисы у = х с новой кривой. А потом проверим свое предположе-
ние на калькуляторе:

     

Для наглядности выберем на графике функции у = х + sinх точку
с какой-нибудь абсциссой, скажем равной 1,333…, и посмотрим, из
чего «сложилась» ее ордината:

      

4) 
cos

.
cos

x
у

x
=

Как и прежде сначала построим графики функций y = |cоsх | и
y = соsх. Понятно, что искомый график будет иметь точки разрыва.
Наметим в тетради точки прерывной линии для данного графика, а
затем рассмотрим график на калькуляторе:
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В точках с абсциссами, равными ,  ,
2

k k Z
π

+ π ∈  функция имеет

разрывы, и это хорошо видно на экране калькулятора (видим, как
выполняется скачок):

     

Далее используем режим увеличения выделенной области
BOX:

и явно увидим, например:

     

что первая справа от начала координат точка разрыва имеет абсциссу

между значениями 1,56 и 1,58 (и действительно, в точке 
2
π

 ≈ 1,5707963…
функция имеет разрыв).

5) Рекомендуем продемонстрировать поведение функции у = х sin
1
x

вблизи нуля.
Имеем:

      

Используя режим BOХ, получим:
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Еще раз:

      

И еще раз:

      

Можно уточнить поведение функции у = х sin
1
x

 иначе.

Сначала зададим параметры окна вывода графика так:

     

а затем увеличим масштаб так:

     

Посмотрим на поведение графика правее оси y:

       

И снова вернемся к рассмотрению графика вблизи нуля, уточнив
границы окна построения графиков:
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Заметим, что весь график расположен между прямыми у = х и
у = –х.

     

5. По определению функции тангенс каждому действительному

числу х, отличному от х = ,
2

k
π

+ π  где k — любое целое число,

поставлено в соответствие число у, равное тангенсу угла в х радиан.
Учащимся уже известны некоторые свойства тангенса действитель-
ного числа, поэтому сразу отметим, что у функции y = tg х:

– область определения есть множество всех действительных чи-

сел х, отличных от х =  ,
2

k
π

+ π  где k — любое целое число;

– область значений есть интервал (–∞; +∞);
– функция периодическая с главным периодом π;
– функция нечетная.
Сначала ограничимся построением графика на полуинтервале

[0, 
2
π

). Напомним, что чем ближе х к 
2
π

, тем ближе знаменатель

дроби — cosх — к 0, и тем больше значение tgх. График будем стро-
ить приближенно, используя свойства функции и ее значения для

некоторых х, принадлежащих полуинтервалу [0, 
2
π

).

Если использовать шаг 
24
π

, то на интервале [0, 
11
24

π
] получим 12

точек, принадлежащих графику:

      

Округляя значения координат до сотых, построим все двенадцать
полученных точек на координатной плоскости: (0; 0), (0,13; 0,13),
(0,26; 0,27), (0,39; 0,41), (0,52; 0,58), (0,65; 0,77), (0,79; 1), (0,92; 1,30),
(1,05; 1,73), (1,18; 2,41), (1,31; 3,73), (1,44; 7,60).
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На экране графического калькулятора можно воспроизвести ре-
зультат построения двенадцати точек рассматриваемого графика:

     

Усилим наглядность, уменьшив вдвое шаг построения точек:

     

Выполним построение графика y = tgх. Учитывая, что на полуин-

тервале [0, 
2
π

) функция y = tgх непрерывно возрастает от 0 до +∞,
соединим отмеченные на нашем рисунке точки непрерывной лини-
ей. Полученную кривую можно рассматривать как приближенный

график функции y = tgх на полуинтервале [0, 
2
π

).

Чтобы продолжить построение тангенсоиды, воспользуемся свой-
ствами функции y = tgх.

Покажем, как выглядит тангенсоида на экране калькулятора (ре-
жим GRAPH).

Зададим границы окна построения графиков так:

     

или так:

     

а более наглядное изображение получим при стандартных (INIT)
параметрах окна вывода графиков:
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Выбрав в меню G-Solv функцию ROOT, можно рассмотреть ко-
ординаты точек пересечения тангенсоиды с осью абсцисс:

     

     

То, что функция y = tgх возрастает на каждом из промежутков

( ;  ),  ,
2 2

k k k Z
π π

− + π + π ∈  не касаясь их границ, станет нагляд-

нее, если провести соответствующие вертикали (не забудем в подме-
ню TYPE заменить тип графика Y = на X = с):

     

6. По определению функции котангенс каждому действительному
числу х, отличному от х = kπ, где k — любое целое число, поставлено
в соответствие число у, равное котангенсу угла в х радиан. Учащимся
уже известны некоторые свойства котангенса действительного чис-
ла, поэтому сразу отметим, что у функции y = сtgх:

– область определения есть множество всех действительных чи-
сел х, отличных от х = kπ, где k — любое целое число;

– область значений есть интервал (–∞; +∞);
– функция периодическая с главным периодом π;
– функция нечетная.
График функции y = сtgх можно получить из графика функции

y = tgх. Для этого надо перенести его вправо на 
2
π

, а затем отобра-

зить симметрично относительно оси абсцисс. Выполненные в тетради
построения сопоставим с графиком, полученным на калькуляторе:
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7. Как и прежде графики предлагаемых функций изобразим сна-
чала в тетради, а затем сравним каждый эскиз с графиком, построен-
ным с использованием калькулятора.

а) y = | tgх |:

     

б) y = tg |х |:

     

в) y = | сtgх |:

     

г) y = tgх + сtgх:

     

8. Учащиеся уже знают, что арксинус числа а (|а | ≤ 1) есть угол α

из промежутка [–
2
π

; 
2
π

], синус которого равен а; а также что аркко-

синус числа а ( |а | ≤ 1) есть угол α из промежутка [0; π], косинус
которого равен а. Нa клавиатуре калькулятора arcsin обозначен в виде
sin–1, а arcсоs — в виде соs–1.

Для знакомых значений синуса и косинуса вычислим соответствую-
щие значения арксинуса и арккосинуса.
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Задав в меню настроек SET UP в качестве угловых единиц граду-
сы, получим:

      

Задав в меню настроек SET UP в качестве угловых единиц радиа-
ны, получим:

      

Сравним изображения графиков функций у = arcsinх и у = arcсоsх
в тетради и на экране калькулятора:

     

     

Учащимся известно, что арктангенс числа а есть угол α из проме-

жутка (–
2
π

; 
2
π

), тангенс которого равен а. Нa клавиатуре калькуля-

тора arctg обозначен в виде tan–1.
Для знакомых значений тангенса вычислим соответствующие зна-

чения арктангенса.
Задав в меню настроек SET UP в качестве угловых единиц граду-

сы, получим:

Задав в меню настроек SET UP в качестве угловых единиц радиа-
ны, получим:
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Сравним изображения графика функции у = arctgх в тетради и на
экране калькулятора:

     

2.4. Тригонометрические уравнения

1. Подчеркнем, что каждое тригонометрическое уравнение после
преобразований, в конечном итоге, сводится к одному из четырех
простейших уравнений:

cosx = a, sinx = a, tgx = a, ctgx = a.

Как описать все решения простейших уравнений? Рекомендуем
итог рассуждений, приведенных в учебнике «Алгебра и начала ана-
лиза» для каждого из таких уравнений, представить в виде таблиц.

sinx = a

cosx = a

a < –1 a = –1 –1 < a < 1 a = 1 a > 1

нет
решений

x = –
2
π

+ 2πn,

n ∈ Z

x =(–1)n.arcsina +
+ πn, n ∈ Z x = 

2
π

+ 2πn,

n ∈ Z

нет
решений

a < –1 a = –1 –1 < a < 1 a = 1 a > 1

нет
решений

x = π + 2πn,
n ∈ Z

x = ±arccosa +
+ 2πn, n ∈ Z

x = 2πn,
n ∈ Z

нет
решений

tgx = a

a < –1 a = –1 –1 < a < 1 a = 1 a > 1
x = arctga +
+ πn, n ∈ Z x = –

4
π

+ πn,

n ∈ Z

x = arctga + πn,
n ∈ Z x = 

4
π

+ πn,

n ∈ Z

x = arctga +
+ πn, n ∈ Z



50

2. Во многих случаях решение тригонометрических уравнений
сводится к решению основных алгебраических уравнений после вы-
полнения некоторых алгебраических действий.

Если, например, имеется уравнение, левая часть которого содер-
жит х только под знаком одной и той же тригонометрической функ-
ции, то задача распадается на две:

• решение алгебраического уравнения относительно новой не-
известной, например, t = cosx и т.п., — его можно перепору-
чить калькулятору;

• решение простейшего тригонометрического уравнения — его
можно сверить с таблицей.

1) Решим уравнение 4sin2x – 4cosx – 1 = 0.

Комментарий к решению

Выразив sin2x через 1 – cos2x, придем к уравнению

4cos2x + 4cosx – 3 = 0.

Сделаем замену (cosx = t ) и решим квадратное уравнение

4t 2 + 4t – 3 = 0,

используя режим решения уравнений EQUA калькулятора:

      

     

Получим cosx = 0,5 и cosx = –1,5. Второе из этих уравнений не
имеет решений.

Мы получим одну серию решений данного уравнения:

x = ±
3
π

 + 2πn, n ∈ Z.

a < –1 a = –1 –1 < a < 1 a = 1 a > 1
x = arcctga +
+ πn, n ∈ Z x = –

4
π

+ πn,

n ∈ Z

x = arcctga +
+ πn, n ∈ Z x = 

4
π

+ πn,

n ∈ Z

x = arcctga +
+ πn, n ∈ Z

ctgx = a
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2) Предложим учащимся для самостоятельного решения уравнение

6cos2x + 5sinx – 2 = 0.

Комментарий к решению

Выразив cos2x через 1 – sin2x, придем к уравнению

6sin2x – 5sinx – 4 = 0.

Сделав замену (sinx = t ) и решив квадратное уравнение, получим:

     

То есть sinx = 1,(3), sinx = –0,5. Первое уравнение не имеет
решений.

Мы получим одну серию решений данного уравнения:

x = 
1( 1)

6
n+ π

− ⋅  + πn, n ∈ Z.

3) Решим уравнение 4sin2x – 2 sinx .cosx – cos2x = 0.

Комментарий к решению

Разделив обе части уравнения на cos2x, получим

4 tg2x – 2tgx – 1 = 0.

Сделаем замену и решим квадратное уравнение:

     

Найдем с помощью калькулятора приближенные значения арк-
тангенса:

Запишем две серии решения, округлив полученные значения до
десятых:

x ≈ 0,7 + πn, n ∈ Z   и   x ≈ –0,3 + πn, n ∈ Z.

Сравним наше решение с графическим, представив рассматрива-
емое уравнение в виде
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4sin2x – 2 sinx .cosx = cos2x

и построив с помощью калькулятора два графика в одной и той же
системе координат:

      

«Шагая» по точкам пересечения графиков, получим те же при-
ближенные решения.
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3. ПРОИЗВОДНАЯ

3.1. Касательная к графику функции

Понятие производной, как и многие другие определения математики,
усваивается гораздо легче, если с самого начала изучения оно связано с
некоторой моделью. Такой моделью может быть «наклон» графика функ-
ции (угловой коэффициент касательной к графику) в данной точке.

1. Подчеркнем важный факт: построение касательных к графику в
отдельных его точках позволяет уточнять эскизы графиков функций.

Возьмем, к примеру, параболу y = x 2 + 2x – 2 и построим каса-
тельную к ней в какой-нибудь точке х0. Для этого найдем производ-
ную y´ = 2x + 2 и запишем уравнение касательной в точке х0 = –1,5:
y = –x – 4,25. Выполним соответствующие построения в графичес-
ком режиме работы калькулятора:

     

А теперь посмотрим в динамическом режиме работы графическо-
го калькулятора, как «подобные» касательные ограничивают нашу
параболу.

Для этого запишем уравнение касательной в общем виде, указывая
координаты точки касания параметрически, например в виде х0 = А.
Имеем:

y = (A2 + 2A – 2) + (2A + 2)(x – A).

Упростив правую часть, получим:

y = –A2 – 2 + 2x + 2Ax.

Придавая параметру А желаемые нам значения, получим совокуп-
ность прямых — касательных к нашей параболе (используем функ-
цию Locus, позволяющую оставлять на экране след предыдущего изоб-
ражения):
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Другой пример. В учебнике [1, с. 130] показано, как для построе-
ния эскиза графика функции синус предварительно находят произ-

водные синуса в точках 0; 
2
π

 и π и строят прямые, проходящие через

точки (0; 0), (
2
π

; 1), (π; 0) с угловыми коэффициентами 1, 0 и –1.

Понятно, что эти прямые — касательные к графику. Они заданы
уравнениями

у = х,   у = 1   и   у = –х + π

и ограничивают (в виде трапеции) график синуса на рассматривае-
мом промежутке:

     

Мы можем задать уравнением касательную к графику синуса, про-
ходящую через точку с абсциссой А, в общем виде как

у = sinA + (x – A)cosA

и рассмотреть ее поведение при изменении А от 0 до π:

     

2. Рассмотрим ряд заданий, которые встречаются среди упражне-
ний на поиск уравнения касательной к графику функции при задан-
ных условиях.

1) Найдите уравнение касательной к графику функции y = 3x 3 – x + 
1
x

в точке с абсциссой 1.

Комментарий к решению

Выполнив соответствующие выкладки, получим y = 3 + 7(x – 1),
т.е. уравнение касательной в виде y = 7x – 4. Калькулятор подтверж-
дает наше решение:
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Используя функцию BOX, рассмотрим место касания:

      

2) Найдите уравнение касательной к графику функции y = x 5 + 3x + 2
в точке с ординатой 2.

Комментарий к решению

Понятно, что речь идет о точке (0; 2) и касательной y = 3x + 2.

     

3) Определите, в каких точках касательная к параболе y = x 2:
а) параллельна прямой y = 4x – 5;
б) перпендикулярна прямой 2x – 6y + 5 = 0.

Комментарий к решению

а) Две прямые параллельны тогда и только тогда, когда равны
их угловые коэффициенты. Значит, угловой коэффициент нашей
касательной равен 4, но y ´ = 2x, т. е. абсцисса точки касания равна
2, следовательно, имеем уравнение касательной y = 4 + 4(x – 2),
т.е. у = 4x – 4.

      

Ответ: в точке (2; 4).

б) Перепишем данное уравнение в виде 
1 5

.
3 6

у х= +  Угловые

коэффициенты взаимно перпендикулярных прямых должны удов-
летворять условию — их произведение равно –1. Следовательно,
угловой коэффициент касательной должен быть равен –3, а т. к.
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2х = –3, то абсцисса точки касания равна 
3

.
2

−  Имеем y =
23 3 9

3 3 .
2 2 4

х х
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜= − − + = − −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

      

Ответ: в точке (–1,5; 2,25).

4) Найдите уравнения касательных к параболе y = x 2, проходящих
через точку (2; 3).

Комментарий к решению

Обозначим абсциссу точки касания символом х 0. Тогда у0 = х0
2,

y0́ = 2x 0. Имеем у = х 0
2 + 2x 0(x – x 0) = –x 0

2 + 2х 0х и, подставляя
значения абсциссы и ординаты данной точки, получим квадратное
уравнение, решив которое найдем абсциссы двух точек касания: 1 и 3.
Следовательно, имеем две касательные: у = 6х – 9 и у = 2х – 1.

      

3. Приведем графическую иллюстрацию следующих фактов: если
производная функции в какой-либо точке существует, то это означа-
ет, что к графику функции в этой точке можно провести касатель-
ную (и притом только одну); если же производная в какой-либо точ-
ке не существует, то касательную в этой точке провести нельзя или
касательная вертикальна.

Пусть задана функция 
2
3 ( 2).у х х= ⋅ −  Найдем ее производную:

1 2
3 3

3 3

2 2 4 3 5 4
( 2) .

3 3 3
х х х

у х х х
х х

− − + −′ = ⋅ − + = =

Производная существует на всей числовой прямой, кроме х = 0.
Теперь посмотрим с помощью калькулятора, как ведет себя график:
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Отметим, что аналогично ведет себя график функции 
2
3( 1) ( 2):у х х= + ⋅ −

А вот график функции 
1
3( 1) ( 2)у х х= + ⋅ −  ведет себя несколько

иначе:

В этом случае производная существует на всей числовой пря-
мой, кроме х = –1. Касательная вертикальна и проходит через точ-
ку (–1; 0).

3.2. Монотонность.
Экстремумы

Большинство ошибок учащиеся допускают при построении гра-
фика в экстремальных точках и точках, близлежащих к ним. Эти
ошибки происходят из-за того, что учащиеся при построении графи-
ка функции берут во внимание лишь характер монотонности функ-
ции и то, какой экстремум имеет функция в той или иной экстре-
мальной точке. Нередко они забывают учесть, существует ли произ-
водная функции в этих точках, и если да, то каково ее значение.
Ведь если производная функции в какой-либо точке равна нулю, то
это значит, что угловой коэффициент касательной, проведенной к
графику функции в этой точке, равен нулю. Из этого, в свою оче-
редь, следует, что касательная, проведенная к графику функции в
этой точке, параллельна оси абсцисс (и это надлежит учитывать в
изображении эскиза графика).

Конечно, соответствующие умения приобретаются с опытом и
хорошо, если мы сможем, привлекая калькулятор, помочь учащим-
ся накопить запас наглядных представлений о поведении графиков
функций.

При выполнении упражнений позволим учащимся сверить свои
построения с изображением на экране калькулятора. Приведем при-
меры из учебника [1].
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295. в) Исследуйте функцию 31
( ) 2

6
f х х х= −  на возрастание, убы-

вание и экстремумы и постройте ее график.

Комментарий к решению

Найдем производную функции f (x):

21
( ) 2 .

2
f х х′ = −

Критических точек, в которых производная не существует, нет.
Заметим, что производная равна нулю при значениях аргумента, рав-

ных 2 и –2. Рассматриваемая функция имеет две критические точки.
Функция убывает на (–∞; –2] ∪ [2; +∞). Функция возрастает на

[–2; 2].
Находим значения функции в критических точках, а также нули

функции и строим график. Сверяем график с построенным с помо-
щью калькулятора.

     

295. г) Исследуйте функцию 
2 2 2

( )
1

х х
f х

х
− +=

−
 на возрастание,

убывание и экстремумы и постройте ее график.

Комментарий к решению

Найдем производную функции f (x):
2 2

2 2

(2 2)( 1) ( 2 2) 2
( ) .

( 1) ( 1)
х х х х х х

f х
х х

− − − − + −′ = =
− −

Критическая точка, в которой производная не существует, имеет
абсциссу, равную 1.

Производная равна нулю при значениях аргумента, равных 0 и 2.
Функция возрастает на (–∞; 0] ∪ [2; +∞). Функция убывает на

[0; 1) ∪ (1; 2]. Точек пересечения с осью абсцисс нет, а ось ординат
график пересекает в точке (0; –2). Строим график. Сверяем график с
построенным с помощью калькулятора.
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297. б) Исследуйте функцию y = x 4 + 2x 2 – 3 и постройте ее график.

Комментарий к решению

Проведем исследование по указанной в учебнике схеме.
1. D ( f ) = R, так как f — многочлен.
2. f (x) = f (–x), следовательно функция четная.
3. Точки пересечения графика с осями координат: (– 3 ; 0), ( 3; 0)

и (0; –3).
4. f ´(x) = 4x 3 – 4x. Критических точек, в которых производная не

существует, нет. Производная равна нулю при значениях аргумента,
равных –1, 0 и 1.

5. В точках с абсциссами, равными –1, 0 и 1, функция соответ-
ственно принимает значения –4, –3 и –4 (далее учащиеся оформля-
ют проведенное исследование в виде таблицы, дополняя его опреде-
лением знака производной в рассматриваемых промежутках).

При построении графика учащиеся должны сопоставить ход кри-
вой в окрестностях экстремальных точек с тем, возможно ли прове-
дение касательных или нет. Причем надо проверить, что в случае
равенства нулю производной функции в этих точках касательные
должны быть параллельны оси абсцисс (это позволит избежать ошиб-
ки — проведение ломаной вместо плавной кривой).

График функции y = x 4 + 2x 2 — 3 должен иметь вид, соответству-
ющий изображению на экране калькулятора:
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4. ИНТЕГРАЛ

Рассмотрим, какие возможности предлагает нам графический каль-
кулятор для вычисления интегралов.

Во-первых, калькулятор позволяет вычислять интегралы, непо-
средственно введенные в виде формул, с отображением на экране
калькулятора.

Во-вторых, калькулятор может производить интегрирование функ-
ции, уже изображенной графически.

4.1. Вычисление интегралов

1. Познакомимся сначала с возможностью вычисления опреде-
ленного интеграла в режиме RUN-MAT калькулятора на примере
упражнения № 370 учебника [1, с. 198].

370. а) Найдите объем тела, полученного при вращении вокруг оси
абсцисс криволинейной трапеции, ограниченной линиями: y = x2 + 1,
x = 0, x = 1, y = 0.

Комментарий к решению

Решим задачу известным учащимся письменным приемом:
11 1 5 3

2 2 4 2

0 0 0

2 13
( ) ( 1) ( 2 1) 1 .

5 3 15
x x

V x x dx x x dx xπ π π π
Ê ˆ

= + = + + = + + =Á ˜Ë ¯Ú Ú

А теперь вычислим наш интеграл с помощью калькулятора.
При этом можно поступить по-разному.

Способ 1.
Сначала выведем на экран калькулятора подменю OPTN, затем

нажмем [F4] (CALC) и снова [F4] ( dXÚ  — шаблон интеграла). Далее
введем подынтегральное выражение и пределы интегрирования.

     



61

     

Способ 2.
Интеграл относится в устройстве калькулятора к функциям, ко-

торые можно вставлять в формулу, например, как абсолютную вели-
чину. Поэтому нажмем на клавишу [F4] (MATH), и, нажав [F6], по
стрелке выберем [F1] ( dXÚ ). Далее введем подынтегральное выраже-
ние и пределы интегрирования.

     

     

Ответ: примерно 6 куб. ед.

Продолжим упражнения.

370. б) Найдите объем тела, полученного при вращении вокруг оси
абсцисс криволинейной трапеции, ограниченной линиями: y = х , x = 1,
x = 4, y = 0.

Комментарий к решению

Приведем решение, полученное сначала аналитически, а потом с
помощью калькулятора.

Имеем 
44 2

2

1 1

1
( ) ( ) 7 .

2 2
х

V x х dxπ π π= = ◊ =Ú

     

Ответ: примерно 24 куб. ед.

370. г) Найдите объем тела, полученного при вращении вокруг оси абс-
цисс криволинейной трапеции, ограниченной линиями: y = 1 – х 2, y = 0.
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Комментарий к решению

Имеем 
1

2 2

1

( ) (1 ) .V x х dxπ
-

= -Ú

Ответ: 3,4 куб. ед.

В качестве дополнительного упражнения можно включить зада-

ние на нахождение суммы двух интегралов: 

4
43

40
3

(4 3 ) (3 4) .х dх x dx- + -Ú Ú

Выведем на экран и заполним шаблон первого интеграла, нажмем [+],
выведем на экран и заполним шаблон второго интеграла, нажмем [ЕХЕ]:

Ответ: 13,(3) куб. ед.

Отметим, что, выполняя преобразования письменно, мы получи-

ли бы ответ 
40

,
3

 то есть тот же, что и с калькулятором.

Рассмотрим несколько примеров, при решении которых потребу-
ется вычисление интегралов.

1) Вращением вокруг оси абсцисс дуг гипербол 
1
2

у
х

=  и 
2

у
х

=  на

интервале 
1

;  2
2
È ˘
Í ˙Î ˚

 получены две воронки. Во сколько раз площадь вылив-

ного отверстия второй воронки больше площади выливного отверстия
первой? Во сколько раз объем одной воронки больше объема другой?

Комментарий к решению

Изобразим воронки схематически в одной системе координат:
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Ответ на первый вопрос очевиден — отношение площадей соот-
ветствующих кругов равно шестнадцати. Для ответа на второй воп-
рос найдем объем каждой фигуры, полученной вращением криволи-
нейной трапеции, и вычислим их отношение:

      

Ответ: площади различаются в 16 раз, объемы различаются в
16 раз.

2) Вычислите площадь фигуры, ограниченной осью абсцисс, прямой

х = 2 и графиком функции 

2

3

,  0 1;
1

,  1 2.

х х
у

х
х

⎧⎪ ≤ ≤⎪⎪⎪= ⎨⎪ < ≤⎪⎪⎪⎩

Комментарий к решению

Получить образное представление о фигуре, заданной аналити-
чески, нам поможет калькулятор:

      

Найдем площадь суммированием интегралов:

Ответ: примерно 0,7 кв. ед.
Заметим, что, вычисляя значения интегралов письменно, мы по-

лучили бы 
17

,
24

 что равно 0,708(3).

3) Вычислите площадь фигуры, ограниченной прямой y = х – 2 и
параболой y = х 2 – 4х + 2.

Комментарий к решению

Сначала, рассматривая графики, найдем координаты точек пере-
сечения прямой и параболы, используя функцию ISCT:
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Теперь вычислим площадь фигуры, ограниченной прямой y = х – 2,
параболой y = х 2 – 4х + 2 и прямыми х = 1 и х = 4. Имеем:

Ответ: 4,5 кв. ед.

2. Понимание геометрического смысла интеграла помогает нахо-
дить числовые значения интегралов некоторых функций, методы
интегрирования которых не известны учащимся. При построении
графиков обратимся за помощью к калькулятору. При этом не упус-
тим возможность геометрической интерпретации решения. Приве-
дем примеры.

1) Вычислите интеграл 
5

2

2 .х dx
-
Ú

Комментарий к решению

     

Рассматривая график функции y = 2 |х |, мы увидим, что должны

вычислить сумму интегралов 
0

2

( 2 )х dx
-

-Ú  и 
5

0

2 .хdxÚ  Легко заметить,

что фактически надо найти сумму площадей двух прямоугольных
треугольников с катетами 2 и 4 ед., 5 и 10 ед.

Получим 
0 5

2 0

( 2 ) 2 4 25 29.х dx хdx
-

- + = + =Ú Ú
Этот результат подтверждает калькулятор:

Ответ: 29.
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2) Вычислим интеграл 
3

3

2 .х dx
-

-Ú
Комментарий к решению

Вычисляя с калькулятором, получим:

Рассмотрим график функции y = | |x | – 2| на отрезке [–3; 3]:

     

Мы видим, что график симметричен относительно оси ординат.
Поэтому достаточно вычислить удвоенную сумму интегралов функ-

ций, заданных на отрезках [0; 2] и [2; 3]: 
2

0

( 2)х dx- +Ú  и 
3

2

( 2) .х dx-Ú
Иначе говоря, достаточно вычислить удвоенную сумму площа-
дей двух равнобедренных прямоугольных треугольников с кате-
тами, соответственно равными 2 и 1 ед. Площадь рассматривае-
мой фигуры равна 5 кв. ед.

Ответ: 5.

3. При изучении определенного интеграла и его свойств недопус-
тим формальный подход к вычислению интегралов. Поэтому прежде
чем вычислять интеграл, надо убедиться, что на отрезке интегриро-
вания существует первообразная подынтегральной функции. Чтобы
избежать ошибок, желательно приучить учащихся перед формаль-
ным интегрированием устанавливать, непрерывна ли данная под ин-
тегралом функция. Наглядному представлению сопутствующих си-
туаций поможет графическое изображение, полученное с помощью
калькулятора. Приведем примеры.

1) Найдите ошибку в вычислении интеграла:
33

2
00

1 3
.

1 2( 1)
dx

хx
= = -

--Ú
Комментарий к решению

Уже из аналитического задания функции понятно, что функция
имеет разрыв на отрезке интегрирования в точке х = 1.
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Это подтверждается графиком:

А значит, на отрезке [0; 3] интеграл вычислен быть не может.
На это же, кстати, указывает калькулятор, выдавая сообщение о

математической ошибке Ma ERROR (error, от англ. — ошибка):

      

Заменим пределы интегрирования; вычислим интеграл на отрезке
[2; 5]:

2) Задайте какие-нибудь значения пределов интегрирования, при ко-
торых существует интеграл

.
cos 2

b

a

dx
xÚ

Комментарий к решению

Заметим, что функция у = cos2x на отрезке [0; 
2
π

] равна нулю при

х = 
4
π

 ≈ 0,785.

Выберем промежуток, на котором cos2x не равен нулю, например

[–0,7; 0,7], и вычислим интеграл 
0,7

0,7

:
cos 2

dx
x-

Ú
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3) Задайте какие-нибудь значения пределов интегрирования, при ко-
торых существует интеграл

2 .
4

b

a

dx
x -Ú

Комментарий к решению

Понятно, что подынтегральная функция в точках 2 и –2 не явля-
ется непрерывной.

Выберем, например, промежутки [2,1; 4] и [2,5; 5] и выполним
вычисления:

     

4.2. Интегрирование функций,
заданных графически

1. Система команд графического калькулятора позволяет произ-
водить интегрирование функции, уже изображенной на экране.

Пример. Вычислим 
0,5

3 2

0,5

( 2 1) .х х dx
-

- +Ú
Комментарий к решению

Построим график функции y = x3 – 2x 2 + 1:

Затем войдем в меню G-Solv, стрелкой ([F6]) выведем не умес-
тившиеся на экране команды и выберем команду вычисления интег-
рала ([F3]). В результате калькулятор перейдет в режим готовности
ввода пределов интегрирования, что выражается в появлении курсо-
ра на графике и надписи в правом нижнем углу экрана LOWER,
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означающей, что ожидается ввод нижнего предела интегрирования
(lower, от англ. — нижний):

      

Задать пределы интегрирования можно двумя способами.

Способ 1.
Обозначим пределы интегрирования курсором. Для этого сдви-

нем курсор в точку с абсциссой, равной –0,5, и нажмем клавишу
[EXE] для сохранения заданного значения нижнего предела интег-
рирования. В результате надпись в правом нижнем углу экрана из-
менится на UPPER, означающую, что ожидается ввод верхнего пре-
дела интегрирования (upper, от англ. — верхний). Зададим его, пере-
местив курсор в точку с абсциссой, равной 0,5:

      

Теперь, нажмем клавишу [EXE] для сохранения заданного значе-
ния верхнего предела интегрирования и расчета интеграла:

Способ 2.
Нажмем клавишу [X,θ,T]. На экране появится запрос на ввод ниж-

него предела интегрирования: «Enter Lower Bound» — введите ниж-
ний предел. Наберем –0,5 и нажмем [EXE] для сохранения заданно-
го значения нижнего предела интегрирования. Снова нажмем клави-
шу [X,θ,T]. На экране появится запрос на ввод верхнего предела ин-
тегрирования: «Enter Upper Bound» — введите верхний предел. На-
берем 0,5 и нажмем клавишу [EXE] для сохранения заданного значе-
ния верхнего предела интегрирования и расчета интеграла:
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Эти способы различаются тем, что в первом случае значения пре-
делов интегрирования можно выбрать только соответствующие шагу
перемещения курсора при данных параметрах окна вывода графика, а
во втором случае пределы интегрирования можно задать произвольно.

Ответ: 0,8(3), т. е. примерно 0,8.

В качестве дополнительного упражнения предложим учащимся
вычислить интеграл

3,7
2

1,5

(5 4) .х х dх- -Ú
Комментарий к решению

      

      

Ответ: примерно 4.

Внимание! Если требуется очистить закрашенную в результате
интегрирования область графика, нужно вернуться к списку функ-
ций, снять выделение с проинтегрированной функции, нажав [F1],
и повторно выделить ее для построения, снова нажав [F1]:

      

Например, будем менять пределы интегрирования функции
24 .у х х= −

     

2. Упражнения на вычисление площадей криволинейных трапе-
ций (результаты можно сопоставить с полученными на калькулято-
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ре), предлагаемые учебником, дополним новыми — на поиск преде-
лов интегрирования.

1) Найдите верхний предел интегрирования 2

1

4
b

х х dx-Ú  такой, что-

бы площадь криволинейной трапеции стала равной примерно четырем.

Комментарий к решению

Будем искать ответ последовательными приближениями, задавая
верхний предел интегрирования в соответствии с изменением пло-
щади. Имеем

     

     

Следовательно, в качестве верхнего предела интегрирования мож-
но выбрать 3,2 или 3,1, либо 3,15. Итог можно проверить непосред-
ственным вычислением интеграла в режиме RUN-MAT калькулятора:

Ответ: b = 3,15.

2) Найдите нижний предел интегрирования 
1

3(1 )
а

х dx-Ú  такой, что-

бы площадь криволинейной трапеции стала равной примерно 3,5.

Комментарий к решению

Придав а значения 0, –1, –1,5, получим нужный результат:

      

Ответ: а = –1,5.
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3) Найдите нижний предел интегрирования 
1

3( 1)
а

х dx-Ú  такой, что-

бы площадь криволинейной трапеции стала равной примерно 2.

Комментарий к решению

Заметим, что график данной функции симметричен относитель-
но оси х графику, рассмотренному в предыдущем упражнении, по-
этому, используя проведенные в процессе его решения наблюдения,
можно легко выполнить данное задание. Действительно, придав а
значение –1, получим нужный результат (отметим, что при этом
значение интеграла — отрицательное число):

Ответ: а = –1.

Дополнительно:

4) Найдите пределы интегрирования такие, чтобы площадь криво-
линейной трапеции, ограниченной кривой y = –x 2 – 4x, стала равной
примерно 7.

Комментарий к решению

Ответ может быть таким: пределы интегрирования –2,9 и –1.
Действительно:
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5. СТЕПЕНИ И КОРНИ

5.1. Степень с рациональным показателем

1. В связи с введением понятия степени с рациональным показа-

телем рассмотрим простейший случай: 
1

.nna a=  Покажем, как най-
ти с помощью калькулятора значение корня n-й степени при n > 2,
т.е. как вычислить .n a

Пример. Пусть n = 6 и a = 729. Найдем корень 6 729.

Комментарий к решению

Проведем вычисления в режиме RUN-MAT. Предварительно убе-
димся, что в меню настроек SET UP в строке режима ввода Input Mode
задан математический ввод Math.

Способ 1.
Воспользуемся определением: если а — положительное число,

1
n

 — дробное число (n — натуральное число), то 
1

.nna a=  Введем

основание степени — 729. Нажмем клавишу [^ ] для вывода на экран
шаблона степени. Нажмем [ab/c] для вывода шаблона дроби, запол-
ним его и нажмем [EXE] для получения ответа:

      

      

Способ 2.
Введем расчетное выражение в исходном виде. Для этого нажмем

[SHIFT] и [^ ] для вывода на экран шаблона корня произвольной
степени   x , который надписан желтым шрифтом над клавишей [^ ].
Заполним поле показателя степени и нажмем стрелку вправо клави-
ши [REPLAY] для перевода курсора в поле подкоренного выраже-
ния. Введем 729 и нажмем [EXE] для выполнения расчета:
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В качестве иллюстрации применения нового умения можно рас-
смотреть следующие примеры.

1) Интересно, что:

81  = 8 + 1 = 9, 3 5832  = 5 + 8 + 3 + 2 = 18, 3 19683  = 27.

Что вы заметили? Сформулируйте замеченную особенность для та-
ких радикалов. Обладают ли этой особенностью следующие радикалы:

а) 544 1679616,  42305621,  60466176;

б) 66 24794911296,  830376525;

в) 8 248155780267521 ?
Проверьте себя, выполнив задание разными способами:
– вычислением степени с дробным показателем;
– непосредственным извлечением корня;
– возведением в степень с натуральным показателем суммы цифр

числа, стоящего под знаком радикала.

2) Возможно, учащимся известна замечательная числовая после-
довательность, обнаруженная итальянским математиком Леонардо
Фибоначчи. Ее первый член равен единице, затем идет еще одна
единица, а каждый следующий член равен сумме двух предыдущих:

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, …

Ряд Фибоначчи обладает поразительными свойствами. Одно из
них непосредственно связано с золотым сечением:

отношение любого члена последовательности Фибоначчи к пре-
дыдущему приближенно равно отношению золотого сечения.

Задание 1. Продолжите данную последовательность чисел и про-
верьте, вычисляя отношения на калькуляторе, что такое приближе-
ние тем лучше, чем больше номера двух последовательных чисел Фибо-
наччи.

Задание 2. Французский математик Ж.Бине нашел формулу для вы-
числения n-го члена последовательности Фибоначчи (обозначим его Fn):

1 5 1 5
2 2

.
5

п п

nF

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜−⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠=
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Найдите новое приближение к золотому сечению, использовав формулу
для чисел F16 и F15 и вычислив их отношение. Задайте сами какое-нибудь
новое приближение к золотому сечению.

Совет для учащихся: чтобы довольно сложную формулу не вво-
дить в калькулятор дважды, воспользуемся возможностью вычислять
на калькуляторе числовое значение буквенного выражения для за-
данного значения буквы. В данном случае найдем значение буквен-
ного выражения сначала для п = 16, а затем для п = 15

     

     

и вычислим их отношение:

Получим 987 : 610 ≈ 1,618032787.
Заметим, что вычисленное отношение довольно близко к величи-

не золотого сечения, найденной по известной формуле 
5 1

:
2
+

2. Теперь понятно, как вычислить с калькулятором степень с ра-
циональным показателем .

m
r

n
=  Найдем, к примеру, значение вы-

ражения 
3
29  (двумя способами):
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Новое умение позволит учащимся подключить калькулятор к са-
мопроверке при выполнении довольно кропотливой работы по пре-
образованию числовых и буквенных выражений.

Рассмотрим несколько упражнений из учебника [1] с проверкой
их выполнения на калькуляторе.

1) Преобразование числовых выражений.

431. б) 

5
8 4 53 3 2 2 2 13 3 3 31 4

100 ( 2) 2 5 2 5 2 5 .
5 5

− −  ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ =    

437. а) ( ) ( ) ( )
1 3

1 33 5 0,750,75 4 3 53 5
1 1 1

81 3 5 2 3
125 32 27

− −
− − −− − −    + − = + − = − =        

26
2 .

27
= −

   

или

   

Для перевода ответа из неправильной дроби в смешанную или
обратно нужно его выделить и последовательно нажать клавиши
[SHIFT] и [F D]. Если нажимать только клавишу [F D], то будет
осуществляться преобразование ответа из десятичной дроби в такую
обыкновенную, которая задана в строке Frac Result меню настроек
SET UP.

2) Сравнение чисел.

436. б) А = 0,4–2,7 = 

27
105

;
2
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

 В = 

15
75 27 15

,  .
2 10 7
⎛ ⎞⎟⎜ >⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

 Следовательно,

А > В.
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441. а) А = ( )
5 5
6 123 3 ;

− −
=  В = 

1 1 5
1 3 12 123 4

1
3 3 3 3 .

3

− − −− = ⋅ =  Следова-

тельно, А = В.

     

3) Преобразование буквенных выражений.

438. б) 

12 2
4 3 4 2

4 4

1 2 1 1
1

1 (1 )
х х х х х х

хх х х х х

-Ê ˆ Ê ˆÊ ˆ- + - + -
+ ◊ + + = ¥Á ˜ Á ˜Á ˜Ë ¯- -Ë ¯Ë ¯

( ) )
1

2 21 1
12 2
2

1 1
2 2

12 2 1 1
.

1

хх х х х х х
х

хх х хх х

-
- -

-

-

Ê +Ê ˆ Ê ˆ Ë+ + + +¥ = = =Á ˜ Á ˜ +Ë ¯ Ë ¯ ◊
Проверим преобразование подстановкой значения х, равного, на-

пример, 2.

      

5.2. Степенная функция

1. Функция y = xn, где п — натуральное число и п ≥ 2.
Если учащиеся не знакомы со степенной функцией, то рекомен-

дуем рассмотреть упражнения, связанные с вычислением значений
функции y = x n, построением ее графика и решением по графику
уравнений вида x n = а.

1) Найдите значения функции y = x 5 при х = 2,6; –3,4; 
1

.
3

Комментарий к решению

Решение сводится к вычислению значений выражения x 5 подста-
новкой вместо х данных числовых значений:
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Мы использовали команду присваивания, придав х нужные зна-
чения, но можно было и просто записать числовое выражение. В
последнем примере с помощью клавиши [F D] результат был пере-
веден из обыкновенной дроби в десятичную.

2) Постройте график функции у = х 6.

Комментарий к решению

Задавая параметры окна вывода графиков, оставим стандартные
значения параметров для Х, а по Y график несколько «ужмем»:

     

Полученный график напоминает график квадратичной зависимос-
ти, но его ветви устремлены вверх более круто. В режиме Trace уча-
щиеся могут определить значения функции для нескольких значе-
ний х (например для х = 0; 0,5; 1; 1,2; 1,4).

      

      

График функции может быть с достаточно высокой точностью
перенесен в тетрадь. Соответствующие точки отмечаются в тетради
на координатной плоскости, а поскольку функция у = х 6 четная, то
отмечаются и точки, симметричные им относительно оси у.
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3) Постройте с помощью калькулятора график функции у = х 7.

Комментарий к решению

Найдем координаты нескольких точек графика:

      

Имеем точки (0; 0), (0,5; 0,008), (1; 1), (1,2; 3,6), (1,3; 6,3), (1,4; 10,5).
В тетради построим точки с данными координатами и симметрич-
ные им относительно начала координат. Соединим точки. Сравним
построенный график с графиком, полученным на калькуляторе:

4) Пользуясь графиком функции у = х 4, решите уравнение х 4 = 8,5.

Комментарий к решению

Для наглядности проведем прямую у = 8,5. Точку пересечения
графиков функций найдем в режиме G-Solv (ISCT):

      

      

Можно поступить иначе — воспользоваться командой X-CAL ре-
жима G-Solv:

      

5) Степенные зависимости более высокого порядка (чем линей-
ные и квадратичные) тоже нередко встречаются на практике. Рас-
смотрим пример.



79

Задайте формулой массу какого-либо шарика (деревянного или стек-
лянного) и рассмотрите график изменения его массы в зависимости от
изменения его радиуса.

Комментарий к решению

Масса шара является кубической функцией его радиуса ρ
34
.

3
m Rπ=

Плотность дерева — 0,6 г/см3, а стекла — 2,4 г/см3. Масса деревян-

ного шарика вычисляется по формуле 34 0,6
,

3
m R

⋅
= π  а масса стек-

лянного — по формуле 34 2,4
.

3
m R

⋅
= π  Построим графики измене-

ния массы в зависимости от изменения радиуса R, например от 0,4
до 5 см. Прочитаем результаты для R = 2:

     

2. Функция y = x–n, где п — натуральное число.

В данном случае мы получаем функцию 
1

,пу
х

=  и надо рассмот-

реть ее график при четном и нечетном п. Для наглядной иллюстра-
ции имеет смысл привлечь калькулятор и выполнить построения в
динамическом режиме:
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3. Функция ,пу х=  где п — натуральное число.
Важную роль приобретают графики для выяснения вопроса о су-

ществовании корня n-й степени из числа.
Если n — нечетное число, то любое число может быть значением

функции y = x n. Зависимость х от у обозначают так: пх у=  — или,
переходя к обычным обозначениям, так: .пу х=

Построим в одной системе координат графики функций y = x5 и
5 .y х=

Поступим, например, так: преобразуем 5y х=  в 
1
5 ,y х=  а по-

скольку в графическом режиме возможна только линейная запись,
то введем выражение в виде X (1 5):∧ ÷

      

Построенные графики симметричны относительно прямой
у = х.

Если n — четное число, то функция y = x n не является моно-
тонной и область значений для пу х=  есть множество [0; +∞).
Построим в одной системе координат графики функций y = x 4 и

4 .y х=

      

График функции 4y х=  симметричен относительно прямой у = х
для правой ветви графика y = x 4 (расположенной в первой коорди-
натной четверти).

Предложим учащимся построить в тетради графики более слож-
ных функций из учебника [5, с. 95] и сравнить свой эскиз с изобра-
жением графика на экране калькулятора.

1) 3 3 3; ; .у х у х у х= = − =
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3 :у х= 3 :у х= − 3 :у х=

      

2) 3 3 32; 2 ; 2 .у х у х у х= − = − = −

3 2 :у х= − 3 2 :у х= − 3 2 :у х= −

      

3) 4 4 4; ; :у х у х у х= = − =

      

4) 4 4 42; 2 ; 2 :у х у х у х= − = − = −

      

5) 4 42 ; 2 1 :у х у х= − = − −
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Примечание.
В линейном формате ввода записывать функции вида n x  можно

непосредственно используя знак радикала. Рассмотрим, например,

функцию 4 2 .у х= −  Сначала введем показатель степени, в данном
случае 4. Затем введем знак корня произвольной степени, нажав
[SHIFT] и [^ ]. После этого введем подкоренное выражение.
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6. ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ
И ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ ФУНКЦИИ

6.1. Показательная функция

1. В учебнике [1] предлагается выполнить построение графиков

функций y = 2x и 
1
2

х

у
⎛ ⎞⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

 на отрезке [–2; 3] с шагом 1
,

4
 а затем с

шагом 
1

.
8

 Мы же можем этот процесс построений выполнить не

только в тетради, но и на калькуляторе, продолжив построения с

шагом 
1 1

 и .
16 32

Для функции y = 2x имеем:
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Точно так же можно провести исследование функции 
1

.
2

х

у
⎛ ⎞⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

В режиме GRAPH графики рассматриваемых функций выглядят так:

     

Для исследования показательной функции у = а х построим в од-
ной и той же координатной плоскости несколько графиков, изменяя
значения основания а. Такое графическое и вербальное сопоставле-
ние поможет лучшему усвоению, а, следовательно, и применению
свойств показательной функции.

а > 1:

     

0 < а < 1:

     

Отмечаем:
– область определения — множество всех действительных чисел;
– монотонность: при а > 1 функция у = а х строго возрастает; при

0 < а < 1 функция у = а х строго убывает;
– положительность: значения функции у = а х положительны (при

любом основании а > 0);
– область значений — множество всех положительных чисел.

2. Предложенное в учебнике [1, c. 228] упражнение № 451 выпол-
ним с калькулятором.

Вычислим с точностью до 0,1 (пользуясь таблицами или калькуля-
тором) значения степени 10.
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а) 101,41 ≈ 25,7; 101,42 ≈ 26,3.

б) 101,414 ≈ 25,9; 101,415 ≈ 26,0.

в) 102,23 ≈ 169,8; 102,24 ≈ 173,8.

г) 102,236 ≈ 172,2; 102,237 ≈ 172,6.

3. Перед выполнением дальнейших упражнений, предлагаемых
учебником, полезно построить в тетради и сравнить с изображением
на экране калькулятора графики функций:

а) y = 2x + 1; y = 2x+ 1:

     

б) y = 2x – 1; y = |2x – 1|:
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в) y = 2| x |; y = 2| x | – 2:

     

4. Число е. Следуя изложению соответствующего материала в учеб-

нике [5, с. 116], рассмотрим переменную 
1

1 ,
п

nu
п

⎛ ⎞⎟⎜= + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
 где п = 1, 2,

3, … Переменная un имеет предел. Этот предел называют числом е:

е = 2,718281828459045…

Постараемся экспериментально определить несколько знаков чис-
ла е, вычисляя значения членов последовательности un при п от 1 до
250, что нам позволяет табличный режим калькулятора:

      

Заметим, что при п = 75 получается 2,7003, т. е. два знака числа е;
при п = 166 получается 2,7101, т.е. три знака числа е.

Далее поступим иначе — проведем расчеты непосредственно в
режиме вычислений RUN-MAT при п, равном 100, 1000, 10000 и т.д.
(отметим, что можно использовать любую букву, например Х). Те-
перь мы получим девять знаков числа е:
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В учебнике [5, с. 119] также отмечается, что равенство 
1

lim 1
п

e
п

⎛ ⎞⎟⎜= + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
справедливо и тогда, когда п стремится к бесконечности, пробегая
любые числовые значения, необязательно натуральные. Графически
этот факт проиллюстрируем следующим образом:

     

И, наконец, сообщим учащимся чрезвычайно интересный и важ-
ный факт, связанный с рассмотрением показательной функции по
основанию е.

Сначала отметим, что графики показательных функций при раз-
личных значениях а проходят через точку (0; 1):

     

Если в этой точке к графику провести касательную, то чем больше
основание а, тем «круче» касательная. Известно, что при а = 2 угло-
вой коэффициент касательной равен примерно 0,7, а при а = 10 —
примерно 2,3.

Понятно, что при непрерывном изменении а от 2 до 10 угловой
коэффициент касательной в точке (0; 1) будет непрерывно меняться
и найдется такое значение а, при котором этот коэффициент будет
равен 1. Такое основание обозначается буквой е.

Привлечем калькулятор к анализу данного факта. Рассмотрим гра-
фики функций y = 2x, y = 10 x и y = е x относительно прямой y = x + 1.
Для этого воспользуемся режимом ВОХ:

      

      

Мы видим, что графики функций y = 2x, y = 10x пересекают
прямую y = x + 1. При приближении к точке (0; 1) график функции
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y = е x остается выше прямой y = x + 1 и имеет с ней единственную
общую точку (0; 1):

      

6.2. Логарифмическая функция

1. С помощью калькулятора можно вычислять логарифмы по лю-
бому основанию а (а > 0, а ≠ 1).

1) Вычислим log319683. Для этого в режиме RUN-MAT откроем
подменю МАТН ([F4]); выведем на экран шаблон logab логарифма с
произвольным основанием, нажав [F2]; введем нужные числа и вы-
полним вычисления, нажав [EXE]:

      

Имеем: log319683 = 9.

2) Вычислим lg 0,00324. В данном случае поступим иначе, т.к.
функция вычисления десятичного логарифма присвоена клавише [log].
Нажмем [log] для вывода на экран шаблона десятичного логарифма,
введем нужное число и нажмем [EXE]:

     

Имеем: lg 0,00324 ≈ –2,4895.

3) Вычислим ln10 (функция натурального логарифма присвоена
клавише [ln]):

Имеем: ln10 ≈ 2,3026.
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Теперь учащиеся смогут проверить верность преобразования до-
вольно сложных логарифмических выражений, встречающихся в учеб-
никах, например [5, с. 130, № 5.24, б]:

3
0,4 0,6 0,32

1 15 2 2
log 50 log log :

5 5 5

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎟⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎜⋅ + +⎟⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎟⎟⎜ ⎟ ⎟⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎜⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2. Так как определение логарифмов основано на понятии степени,
то при исследовании логарифмической функции используют свойства
показательной функции: область определения — множество всех по-
ложительных чисел; монотонность: при а > 1 логарифмическая функ-
ция строго возрастает, при 0 < а < 1 логарифмическая функция строго
убывает; область значений — множество всех действительных чисел.

Построим в одной и той же координатной плоскости графики
показательной и логарифмической функций, имеющих одинаковое
основание. С помощью курсора покажем, что графики симметричны
относительно прямой у = х.

Сначала рассмотрим поведение функций при а > 1.
При а = 10 имеем:

     

При а = е имеем:

     

При а = 1,5 воспользуемся формулой перехода от одного основа-

ния логарифма к другому основанию: 1,5
lg

log .
lg1,5

x
x =  Имеем:
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Теперь рассмотрим поведение функций при 0 < а < 1.
При а = 0,5 также воспользуемся формулой перехода от одного

основания логарифма к другому основанию: 0,5
lg

log .
lg 0,5

x
x =  Имеем:

   

Примечание.
В последних двух примерах можно было осуществить прямой ввод

логарифмических функций с произвольным основанием. Покажем,
как это делается, на примере функции 0,5log .y х=

Выведем на экран список функций и выделим одну из строк для
ввода данной функции. Нажмем [SHIFT], [4] (CATALOG). На экра-
не появится список всех функций и команд, заложенных в калькуля-
тор, в котором первая строка выделена цветом:

   

Для быcтрого поиска нажмем [ALPHA], [ ] (L), что приведет к
выводу на экран списка функций, начинающихся с буквы L. Теперь
стрелкой вниз клавиши [REPLAY] переместим выделение на строку
logab( и нажмем [EXE]:

   

В результате в строке ввода появится шаблон логарифма. В скоб-
ках введем аргументы данной функции: сначала основание логариф-
ма 0,5, затем разделитель — запятую ([ , ]) и число Х.
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